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Diplomová práce se zabývá výpočtovým modelováním vlivu zbytkového napětí 
v idealizované geometrii cévy a následnou aplikací dosažených poznatků na 
aneurysma břišní aorty. Z hlediska kvality výpočtového modelu bylo dosaženo 
zpřesnění v podobě snížení nejistot, které jsou do výpočtového modelu vneseny bez 
uvažování vlivu zbytkového napětí. Pro každou úroveň výpočtového modelu byl 
splněn základní předpoklad snížení výrazných rozdílů napětí mezi vnitřní a vnější 
stěnou cévy. Metody, které byly použity, jsou: deformační metoda, inverzní 
mechanika velkých deformací, fiktivní teplota – a to jak pro lineárně elastický 
materiál, tak hyperelastický materiál definovaný daným konstitutivním modelem. 





This thesis deals with computational modeling of the influence of residual 
stresses in idealized geometry of blood vessels and subsequent application of 
acquired knowledge to abdominal aortic aneurysm. In the terms of quality of the 
computational model, we reduced the uncertainties that are included in the 
computational model without considering the influence of residual stresses. The 
basic assumption of homogenization significant peaks of the stress between inner 
and outer vessel wall was met for each level of the computational model Methods 
that have been used are: deformation method (opening angle method), inverse 
mechanics of large deformations, fictitious temperature – for linear elastic material 
and hyperelastic material defined by the constitutive model. Numerical verification 
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„Biomechanics aims to explain the mechanics of life and living. From molecules at 
organismus, everything must obey the laws of mechanics.“ 
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1 ÚVOD 
Onemocnění srdce a cév se v posledních letech stává onemocněním 
civilizačním. Jsou jim postiženy muži i ženy. Věk, u kterého k tomuto 
onemocnění dochází, se přitom stále snižuje.  
U většiny pacientů jsou příčiny onemocnění způsobené špatnou 
životosprávou. Z hlavních zástupců můžeme jmenovat např. aterosklerózu nebo 
také kornatění tepen, které může vést až k infarktu myokardu či centrální 
mozkové příhodě. Těmto, a řadě dalších onemocnění se dá předcházet zlepšením 
životního stylu (sport, výživa, omezení kouření a pití alkoholu).  
Dalším onemocněním postihující tepny jsou jejich výdutě (aneurysmata). 
Přičemž hlavní riziko představuje ruptura (protržení) daného aneurysmatu. 
Pokud dojde k tomuto jevu, následuje bez rychlého zásahu většinou smrt. 
Ošetření aneurysmatu se může realizovat pomocí tzv. stentgraftu nebo 
operativně lokální resekcí. Je zde zásadní rozhodnutí lékaře na základě CT 
snímku pacienta a podle velikosti daného aneurysmatu z něho určené. 
Cílem výpočtového modelování je poskytnout dodatečnou podporu lékaři a 
snažit se predikovat další chování aneurysmatu – možnou rupturu a místo 
ruptury. S tím je však spojen problém s úrovní daného výpočtového modelu. 
V žádné doposud publikované diplomové práci nebyl do výpočtového modelu 
zahrnut vliv zbytkového napětí. Zbytkové napětí je spojeno se zbytkovou 
deformací stěny, přičemž velikost zbytkové deformace je možné stanovit pouze 
experimentálně. 
 
O vlivu zbytkového napětí a jeho zahrnutí do výpočtového modelu 
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2 Cíle práce 
„Cíl je subjektem naformulovaný výrok o úmyslu v budoucnosti něco vykonat nebo 
vytvořit, přičemž impulz k úmyslu vychází ze subjektu samého nebo z jeho okolí na 
základě úkolů, požadavků či výzev.“[9] 
 
Cíle diplomové práce jsou: 
1. Provedení rešerše světové vědecké literatury o zbytkových napětích ve 
stěně tepny. 
 
2. Volba vhodného konstitutivního modelu pro popis D-N stavů stěny 
tepny. 
 
3. Aplikace analytických teorií pro určení velikosti zbytkových napětí ve 
stěně tepny.  
 
4. Tvorba výpočtového modelu stěny tepny s využitím MKP programu 
ANSYS, umožňujícího zahrnutí zbytkové napjatosti do její deformačně –
napěťové analýzy. 
 
5. Testování možností zahrnutí zbytkových napětí do výpočtového modelu 
výdutě břišní aorty s reálnou geometrií a posouzení jejich významnosti. 
 
 
Osobním cílem autora je plnohodnotně zdokumentovat danou problematiku 
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3 Problémová situace 
„Problémová situace je nestandartní situace, odlišná od situace běžné, a to v tom, že 
její vyřešení vyžaduje použít i jiné, než rutinní, tj. známé, resp. i algoritmizovatelné 
činnosti.“ [9] 
Problém je nestandartní stav entity, který vyžaduje řešení. 
Znamená to, že řešitel musí použít činnosti informační, hodnotící, tvůrčí a 
rozhodovací a hledat metody řešení. 
 
3.1.  Analýza problémové situace 
Výsledek analýzy problémové situace je vytvoření dostatečné poznatkové a 
zkušenostní báze pro formulaci problému [9]. Ta je tvořena informačními zdroji 
uvedenými v přehledu použité literatury. Na jejich základě je formulován proces 
řešení problémové situace. V kapitole 5 jsou shrnuty poznatky týkající se 
zbytkového napětí a jeho možného řešení. Na základě těchto poznatků jsou 
sestaveny výpočtové modely v kapitolách 8.1.1., 8.1.2., 8.1.3. a následně 
v kapitolách 8.2.1. a 8.2.2. s podporou MKP programu ANSYS. Veškeré poznatky 
z těchto kapitol jsou pak aplikovány do poslední kapitoly 8.2.3. s diskuzí o 
významnosti přítomnosti zbytkových napětí.  
 
3.2. Formulace a typ problému 
Řešíme problém stanovení zbytkového napětí ve stěně cévy a posouzení jeho 
významnosti.  
Typ problému se bez širšího vymezení jeví jako přímý problém, avšak na 
základě nastudování doporučené literatury se jedná apriorně o nepřímý 
problém. Tento typ problému je obecně špatně řešitelný (špatně podmíněná 
úloha -> malé nepřesnosti na vstupu mohou způsobit velké nepřesnosti na 
výstupu) 
Z toho důvodu autor musí postupovat při řešení individuálně, a daný 
problém tak nikdy nebude řešit automatizovaně.  
Složitost daného problému je dokumentována u vytváření systému 
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3.3. Systém podstatných veličin 
Na základě výše formulované problémové situace, problému samotného a 
daných cílů, je nutné využít struktury systému podstatných veličin naznačeného 
na Obr. 3.1.  
 
Obr. 3.1.: Systém podstatných veličin 
Celková problematika D-N analýzy se dá označit následující relací 
        
 
(1) 
kde podmnožina A – stav napjatosti v tepnách vzniklý primárním zatížením – tlak krve, B – inherentní stav 
napjatosti v podobě zbytkového napětí, C – celkový stav napjatosti s vlivem inherentního stavu napjatosti 
vyjádřený podmnožinou B 
Graficky je možné relaci (1) vyjádřit pomocí Obr. 3.2  
 
Obr. 3.2.: Grafické vyjádření relace (1) 
Přičemž podle [9] pojem inherentní znamená bytostně daný, neoddělitelný, 
neodmyslitelný. Charakterizuje atributy věcí, jež nejsou přidané nahodile, nýbrž 
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Řešme nejprve problém:  
A) stanovení napětí a deformace ve stěně aorty 
 : Objektem je největší lidská céva – aorta (srdečnice). 
S0:  Okolím objektu jsou přilehlé okolní tkáně, krev, orgány, páteř 
S1  Topologií je myšleno celkové prostorové uspořádání aorty (včetně větvení) 
Z hlediska geometrie je aorta nesymetrická dlouhá zakřivená trubice 
(platné pro střednici aorty) 
S2  Vyjadřuje způsob uložení aorty v těle – od oblouku aorty je uložena blízko 
k páteři. Vazba k páteři přitom splňuje podmínku veličiny S2 -> nutná 
interakce. 
S3  Aktivacemi, neboli příčinami, které způsobí napjatost a deformaci ve 
stěně, je myšleno zatížení, a to 
a) Primární (krevním tlakem)  
b) Sekundární (teplotou, patologickými jevy) 
S4  Přítomnost daných vazeb definovaných v S2 
S5  Vlastnosti mohou být: 
a) V návaznosti na veličinu S1 – průměr lumenu, tloušťka stěny (včetně 
konstantnosti a nekonstantnosti), velikost zakřivení 
b) Mechanické vlastnosti, materiálové vlastnosti, teplotní vlastnosti 
S6  Procesy, které probíhají ve struktuře; podle úrovňové rozlišitelnosti 
(makroúroveň, mikroúroveň), příkladně: 
a) Na mikroúrovni – přetížení syntetické buňky -> tvorba prokolagenu -> 
vznik dodatečných kolagenních vláken -> vyztužení stěny <=> uplatnění 
procesu remodelací 
b) Na makroúrovni – primárně vznik deformací 
S7 Projevy ve vztahu k deformaci jsou  
a) Primárně - inflace a extenze (změna radiálních a délkových rozměrů) 
b) Sekundárně – vznik zbytkové deformace s respektováním veličiny S6 a) 
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 Projevy ve vztahu k napjatosti jsou  
a) Primárně – vznik napjatosti od tlaku krve, případně od předepnutí 
b) Sekundárně – vznik napjatosti zbytkové s respektováním veličiny S6 a) 
Pozn.: Oba stavy napjatosti jsou popsány odpovídajícími tenzory napětí 
S8  Důsledkem mohou být 
a) dosažení mezního stavu M, a ruptura – respektování veličiny S7 a) 
b) snížení vysokého napětí s vlivem zbytkového napětí, snížení rizika 
dosažení mezního stavu M a ruptury – respektování veličiny S7 b) 
Jak je vidět, problém stanovení zbytkového napětí je problémem 
NEPŘÍMÝM, neboť vystupuje až ve veličině S7. Je také nutné poznamenat, že 
daný projev (S7b!) může být určen jen pomocí experimentu. 
Definujme ještě jednou systém podstatných veličin, nyní však s důrazem na 
vyřešení problému: 
B) stanovení zbytkové deformace -> napětí ve stěně aorty 
 : Objektem je opět největší lidská céva – aorta (srdečnice). 
S0, S1, S2 :  Stejné jako v problému A)  
S3  Příčina vzniku úzce souvisí s pojmem remodelace tkáně. 
S4  Velikost zbytkové deformace (napětí) může být ovlivněno patologickými 
jevy (např. hypertenze). 
S5, S6  Stejné jako v problému A) 
S7 Vznik vnitřního pnutí na úrovni jednotlivých membrán stěny 
S8 Rozevření části kruhového segmentu podélně rozříznutého (po vyjmutí 
z těla) 
Je důležité si uvědomit, že řešení nepřímého problému je velmi náročné. 
V dalším textu bude vytvořen dostatečný znalostní základ, který využijeme pro 
řešení. Řešení musí být (na inženýrské úrovni) zpravidla jednoduché, což souvisí 
s úrovní daných dílčích modelů (neuvažování některých veličin S0 - S8). 
Vzhledem k podmínce neurčitosti, stochastičnosti a míry nejistoty nemůžeme 
nikdy očekávat kvalitativní výsledky. Práce se tedy musí omezit pouze na 
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4 ÚVOD DO LÉKAŘSKÉ PROBLEMATIKY 
Aby bylo možné řešit problém vlivu zbytkového napětí ve stěně tepny, je 
nutné provést základní rešerši lékařské literatury a získat tak přehled o 
termínech a funkcích jednotlivých částí srdečně cévní soustavy. Většina informací 
zde uvedených byla převzata převážně z [1], [2], [3], [5], obrázky poté z odkazů, 
které jsou u nich uvedeny. 
4.1. Oběhová soustava 
Funkcí oběhové soustavy je zajišťovat oběh krve. Síla, která způsobuje pohyb 
krve je vytvářena rytmickými stahy srdce. Krev se pohybuje v uzavřené cévní 
soustavě. To znamená, že tepny a žíly jsou spojeny prostřednictvím menších cév 
v jeden uzavřený celek, viz. Obr. 4.1. Rozlišujeme dva oběhové okruhy: 
a) Malý oběh (plicní) 
b) Velký tělní oběh (systémový oběh) 
V malém oběhu je krev s malým obsahem O2 čerpána z pravé poloviny srdce 
do společného začátku plicních tepen (tzv. plicnicový kmen) a pravou a levou 
plicní tepnou se dostává do levé a pravé plíce. Po obohacení kyslíkem se vrací 
zpět do levé poloviny srdce.  
Ve velkém tělním oběhu opouští krev levou polovinu srdce velkou tepnou – 
aortou (srdečnicí). Okysličená krev je „čerpána“ do všech tkání těla a zpět jako 
odkysličené krev. 
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4.1.1 Srdce 
 
Je příčně pruhovaný (nezaměňovat s kosterním svalem) dutý sval uložený ve 
vazivovém vaku – osrdečníku. Dělí se vždy na L (levou) a P (pravou) polovinu. 
Každá polovina obsahuje síň a komoru s chlopněmi (poloměsíčitá a cípatá). Ty 
zabraňují zpětnému proudění krve.  
 
Obr. 4.2: Detailní nákres srdce s naznačenými směry proudění krve. Stěna levé komory je 
charakteristická větší tloušťkou H[mm], než stěna pravé komory [49]. 
4.1.2 Krevní tlak 
 
Krev opouštějící srdce má na objemovou jednotku krve největší obsah 
mechanické energie. Obsah této energie je úměrný veličině, která má zásadní 
význam pro oběh krve, a to krevnímu tlaku. Jako krevní tlak (TK) označujeme 
tlakovou sílu proudící krve působící na plošnou jednotku cévní stěny. Jinak 
řečeno krevní tlak je tlak, jímž krev působí na stěnu cév. 
Krevní tlak měřený při stahu komor (systole) se nazývá tlak systolický, při 
uvolnění komor (diastole) tlak diastolický. Hodnoty systolického a diastolického 
tlaku se označují zlomkem, viz Tab. 4.1. 
 
Tab. 4.1.: Orientační hodnoty krevního tlaku 
 Hodnota tlaku [mmHg] Hodnota tlaku [kPa] 
Vysoký krevní tlak >  160/90   21/12 
Normální krevní tlak   120/80   16/10 
Nízký krevní tlak <    90/60   12/8 
 
Přičemž platí 
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4.1.3 Krev 
 
Krev můžeme označit za tekutou tkáň, která má dvě hlavní složky: 
a) Krevní plasmu – obsahuje látky, které krev přenáší 
b) Krevní buňky (červené krvinky, bílé krvinky, krevní destičky) 
Z pohledu mechaniky je krev ne-newtonovská kapalina. Ta za 
fyziologických podmínek (přirozených, u zdravého organismu) proudí v cévách, 
stejně jako kapalina v úzkých tuhých trubicích, laminárně. Jakýkoliv zásah do 
krevního řečiště může vést ke vzniku turbulentního proudění, jenž může vést 
k mechanickému poškození stěny cévy. 
4.1.4 Cévy 
 
Pojem zahrnuje tepny, žíly a vlásečnice. Stěny tepen a žil jsou tvořeny na 
vnější straně vrstvou vazivové tkáně obsahující kolagenní vlákna. Pro stěny 
velkých tepen je charakteristická další vrstva, obsahující velký počet elastických 
vláken spolu s hladkou svalovinou. U tepének (malých tepen) je stěna tvořena 
převážně hladkou svalovinou a jen velmi malým množstvím elastických vláken. 
Stěny vlásečnic (kapilár) jsou tvořeny již jen jednou vrstvou plochých 
výstelkových buněk, zvanou endotel, což je nejvnitřnější vrstva všech cév.  
V dalším je pojednáváno především o tepnách. 
Tepny a žíly 
Stěna obou se dělí na tři vrstvy. Vnitřní tunica intima (interna), střední tunica 
media a vnější tunica adventitia (externa). Každá z vrstev má jiné, specifické 
vlastnosti.  
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Charakteristika jednotlivých vrstev 
Tunica intima 
Je tvořena z endotelových buněk, které vystýlají obecně všechny cévy. Pod 
těmito buňkami je tenká vrstva, tzv. subendotelová vazivová vrstvička navazující 
na výraznou elastickou membránu, která je tvořena elastickými a kolagenními 
vlákny.  
Tunica media 
V článku [24] autoři publikují výzkum strukturní vrstvy – tunica media, 
kterou považují za základní funkční a stavební jednotku stěny tepny a rozšiřují 
tak dosavadní znalosti o složení této vrstvy měřením pomocí 3D konfokálního a 
elektronového mikroskopu. Autoři zde pro výzkum používají krysí část 
abdominální aorty s odvoláním, že elastické vlastnosti jsou přibližně stejné pro 
všechny velikosti zvířat – tedy i člověka.  
 
Obr. 4.4.: 3D mikrostruktura tunica media (včetně zobrazení tunica intima a vnitřního povrchu lumenu), 
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Kolagen 
Tvoří   47% z celkového objemu vzorku, zobrazeno bílými šipkami. Analýza 
ukázala, že je seskupen buď do vrstevnatých svazků (větších i menších) nebo se 
vyskytuje individuálně ve formě jednotlivých vláken. Svazky nebo individuální 
vlákna jsou uspořádána převážně v obvodovém směru s určitým sklonem. Sklon 
je od 91°-103°. 
Z mechanického hlediska kolagen ukazuje úzkou hysterezní smyčku, tažnost 




Tvoří  29% z celkového objemu vzorku, vyskytuje se v základních třech formách 
a) lamely (EL), tvoří  71% z celkového podílu elastinu 
b) interlaminární elastická vlákna (IEF – zobrazeno černými šipkami), tvoří 
 27% z celkového podílu elastinu 
c) radiální vzpěry (ES), tvoří  2% z celkového podílu elastinu 
Z mechanického hlediska kolagen vykazuje velmi úzkou hysterezní smyčku, 
tažnost až 130%, zanedbatelnou relaxaci a modul pružnosti E = 200 – 400 kPa. [5]. 
Svým prostorovým uspořádáním pomáhá elastin přenášet napětí v obvodovém i 
podélném směru a vytváří axiální předpětí tepny. 
Na rozdíl od některých jiných molekul, tělo produkuje elastin pouze během 
vývoje a v dospělosti jeho produkce ustává. Poté začíná postupně degradovat, 
přičemž poločas jeho rozpadu je udáván mezi 40 – 70 let. K jeho rychlejší 
degradaci výrazně přispívají některé faktory, zejména kouření. Je tak zřejmé, že 
axiální předepnutí se s přibývajícím věkem snižuje! 
 
Buňky hladkého svalstva,  
Tvoří   24% z celkového objemu vzorku, skládá se z jádra (N),     , které je 
obklopeno cytoplazmou (CYT),      . Základní tvar je protažený (v obvodovém 
směru), eliptický. 
Z mechanického hlediska buňky hladkého svalstva ukazují širokou 
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Tunica adventitia 
Je vnější vrstva cév, obsahující velké množství kolagenních vláken (která jsou 
uspořádána převážně v obvodovém směru). U fyziologických stavů slouží 
adventicie k udržení tepny na svém místě, kolagenní vlákna nejsou „aktivována“ 
(jsou zvlněna) Po selhání tunica media, jako hlavní nositelky zatížení, se začínají 
„aktivovat“ (rozplétat) kolagenní vlákna a vrstva se tak stává novou nositelkou 
zatížení. Tunica adventitia tak vlastně tvoří pevnostní rezervu a chrání stěnu 
před rupturou (např. při náhlém nárazu – vliv setrvačných sil). 
4.2. Patologie cév 
Postižení cévního systému se může projevovat nejčastěji čtyřmi způsoby [1] 
a) Zúžením až uzavřením 
b) Výdutí 
c) Porušení cévní stěny úrazem 
d) Porušení stěny vlivem setrvačných sil 
 
4.2.1. Zúžení až uzavření lumenu 
Ateroskleróza, viz. Obr. 4.5, je chronické (dlouhotrvající) progresivní (stále 
vzrůstající) onemocnění cévní stěny charakterizované místní kumulací lipidů 
(přírodní látky živočišného i rostlinného původu - tuků), případně dalších 
komponent krve a fibrózní tkáně v intimě arterií. To má za následek zúžení až 
uzavření lumenu (snižování „průsvitu“ aortálních trubic). 
 
Obr. 4.5.: Schéma vývoje aterosklerózy [50] 
Přičemž fáze od pěnových buněk až po vznik atheromu (lipidové jádro) se 
označuje souhrnně jako fáze časná. Vznik fibrózního plátu a následná ruptura 
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4.2.2. Výduť 
Vymezení pojmu Aneurysma 
Tepenné aneurysma – lokalizovaná výduť tepny doprovázená strukturními a 
funkčními změnami. Průměr výdutě je minimálně o 50% větší než očekávaný 
průměr tepny. U pravého aneurysmatu se vyklenují všechny vrstvy tepenné 
stěny. 
 
Rozdělení podle místa výskytu (nejběžnější): 
Aneurysma hrudní aorty je lokalizovaná ve vzestupné části a v oblouku 
aorty. Kromě rizika ruptury působí tlakem na okolní struktury (trachea a 
bronchy), což může způsobovat dýchací potíže.  
Aneurysma břišní aorty postihuje různě dlouhý úsek aorty. Od odstupu 
renálních tepen až po bifurkaci a dále přechází na společné kyčelní tepny. 
Aneurysmata jsou vyplněna často vrstevnatým trombem (ILT – viz níže). V 
dalším výkladu bude dále hovořeno o tzv. AAA – Abdominal Aortic Aneurysm. 
 
Obr. 4.6.: Schématické znázornění a) hrudní (pravé) a b) břišní výdutě (nepravé) [51] 
 
Rozdělení podle druhu: 
a) pravé aneurysma vzniká prostým vyklenutím stěny působením 
endoluminálního tlaku krve 
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Rozdělení podle tvaru 
Hovoříme nejčastěji o vakovitém, člunkovitém, vřetenitém, difusním, 
hadovitém. Toto rozdělení nebude dále zobrazeno. Nejčastějšími případy jsou 
vakovité (saccutum) a člunkovité (fusiforme) aneurysma. 
 
Podstata strukturních a funkčních změn u pravého aneurysmatu 
Stěna tepny, oslabena vrozenými nebo získanými patologickými změnami, se 
vlivem endoluminálního tlaku vydouvá. Příčina aneuryzmatu je zpravidla 
multifaktoriální (ovlivněno více nebo mnoha faktory). Důležitým 
spolupůsobícím faktorem je arteriální hypertenze (vysoký tlak krve v tepnách). 
Z mechanického hlediska může mít podstatný vliv taktéž superpozice tlakové 
vlny šířící se trubicí a vlny částečně odražené od prostředí značně tužšího -> 
oblasti bifurkace. Vydouvání stěny je směrem k dutině břišní. 
Strukturní změny se projeví u 75% případů vznikem tzv. IntraLuminárního 
Trombu (ILT) [5]. Důvod jeho vzniku je dáván do souvislosti se vznikem 
turbulentního proudění krve ve vyboulení aneurysmatického vaku. Tomu se 
organismus snaží zabránit právě vytvářením ILT. ILT má tedy částečně příznivý 
vliv a může snižovat riziko ruptury. 
 
Obr. 4.7.: Vypreparovaná část anerysmatu z včetně separace ILT a ukázkou odbočujících tepen [52]. 
Ruptura aneurysmatu 
Představuje závažnou komplikaci, která bez adekvátní intervence (zásahu) 
končí smrtí. Velmi zřídka ji předcházejí postupně narůstající bolesti. Doba, při níž 
může dojít ke smrti, se mění v závislosti na lokalizaci ruptury a směru krvácení. 
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4.2.3. Porušení stěny úrazem, jiné onemocnění 
Nejčastějšími příčinami porušení cév jsou tzv. ostrá poranění. Mohou být 
přímá, což je typické pro bodná a střelná poranění, nebo nepřímá, kde je tepna 
poškozena částí těla, např. zlomenou kostí. Vzniklé krvácení lze řešit například 
podvazem tepny, sešití tepny (u ne příliš poškozených tepen), resekcí a přímým 
spojením nebo rekonstrukcí pomocí cévní náhrady.  
 
4.2.4. Porušení stěny vlivem setrvačných sil 
Ve velké části prozatímních prací je opomíjen podstatný vliv setrvačných sil 
na celkovou deformačně – napěťovou analýzu stěny zdravé tepny nebo tepny 
postižené aneurysmatem. Její vliv však může být značný. Uvedeme nejznámější 
případ – havárie vozidla.  
Uvažujme řidiče jako hmotný bod, vozidlo naráží kolmo do překážky, 
deformace (vozidla před řidičem) je konstantní a zjišťujeme velikost zrychlení 
(resp. zpomalení), kterému je v konečném přiřazeno záporné znaménko. Dráha, 
na které dochází k zpomalení, je rovna součtu deformací vozidla.  
Při analýze tohoto modelu dospějeme k závěru, že na řidiče působí ve velmi 
krátkém okamžiku (setiny sekund) zrychlení, která mnohonásobně (10x, 20x, …) 
překračuje tíhové zrychlení Země, kterému je člověk po celou dobu své existence 
vystaven. Organismus se takovému náhlému stavu přetížení nemůže vyrovnat, 
neboť za tak extrémně krátký čas se nestačí uplatit princip remodelace. Následuje 
zcela jistě protržení stěny (případně i proražení stěny jinými orgány) a náhlá 
smrt. 
K omezení rozsahu poškození (a to nejen cévního systému) jsou pak ve 
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5 REŠERŠNÍ ČÁST 
5.1. Zbytkové napětí ve stěně (bez separace vrstev) 
V článku [25], z roku 1960, autor poprvé zmiňuje chování vyjmutého 
válcového vzorku aorty, který je radiálně rozříznut. Chování je připodobněno 
k hodinkové pružince, která po vyjmutí z mechanismu má tendenci „narovnávat 
se“. Takové chování však není zatím přisuzováno vlivu zbytkové deformace 
(napětí). 
Na tuto práci navázali nezávisle na sobě autoři v článcích [26] nebo [28]. 
Podle nich lze existenci zbytkového napětí v cévách prokázat jednoduchým 
způsobem. Z příslušné cévy se odřízne tenký válcový vzorek, který se vloží do 
misky s fyziologickým roztokem a poté se podélně rozřízne. V důsledku 
existence zbytkového napětí ve stěně se vzorek začne rozevírat, dokud všechna 
zbytková napětí nevymizí. Pro důkaz, že tento jev nebyl způsoben aktivitou 
hladkého svalstva, bylo do fyziologického roztoku přidáno svalové relaxans 
(látka, která způsobuje ochablost svalů) papaverin. Míra rozevření vzorku je 
totožná jako bez použití papaverinu.  
První autoři míru rozevření kvantifikují tzv. úhlem rozevření (v originále 
opening angle method) a popisují tři základní stavy - zatížený stav (load state), 
nezatížený stav (unloaded state) a beznapěťový stav (free stress state nebo zero-
stress state), viz. Obr. 5.1. Beznapěťový stav, stejně tak jako v prosté pružnosti 
pevnosti I. řádu, viz [7], můžeme považovat za referenční a deformace (napětí) 
v něm za nulové. Zavedení referenčního stavu je přitom NUTNOU podmínkou 
pro použití konstitutivních rovnic, které jsou v důsledku tzv. pseudoelasticity 
[6],[19],[20] měkkých tkání nelineární.  
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První matematický model popisuje autor v [26], jehož zjednodušeného 
principu bude využito dále. Ve svém výpočtovém modelu považuje stěnu tepny 
za rotačně symetrickou, válcovou trubici. Tloušťka stěny je konstantní. Materiál 
je homogenní, válcově ortotropní a je popsaný exponenciální konstitutivní 
rovnicí  (2)  s využitím rovnic rovnováhy pro válcové silnostěnné těleso 
(Apendix A). 
 
    
 
 
    
(2) 
kde Q je kvadratická funkce složek Greenova - Lagrangeova tenzoru deformace ve válcových souřadnicích a 
bude podrobněji rozebrána v kapitole 7., výraz     představuje potenciální energii. 
Jedny z prvních výsledků jsou sepsány níže. 
 
Obr. 5.2.: Výsledky prezentované v článku [26], pro stáří a špatnou čitelnost překresleny.  
a) napětí ve stěně cévy pro vnitřní tlak p = 16kPa a předepnutí o 69% (již zahrnut vliv zbyt. 
napětí), b) velikost zbytkového napětí ve stěně cévy v nezatíženém stavu v řádu jednotek kPa, 
   – obvodové napětí,    – radiální napětí,    – axiální napětí 
 
Z textů a zobrazení vyplývá, že na vnitřní straně cévy dochází k výrazné 
koncentraci napětí od vnitřního tlaku. Pokud budeme uvažovat vliv zbytkového 
napětí, snížíme maximální napětí na vnitřní straně a zvýšíme napětí na vnější 
straně. Z anatomického hlediska budou namáhána i vlákna na vnějším obvodu 
stěny. Z pevnostního hlediska je tak céva optimalizována. Pasáž o hypotéze 
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5.2. Zbytkové napětí ve vrstvách stěny 
Kruhový segment aorty se později rozděluje dalším řezem na vnitřní a vnější 
část [28] – v tomto článku se ještě nemluví o separaci jednotlivých vrstev. 
Výsledky v článku ukazují, že vnitřní část vykazuje podstatně větší rozevření než 
část vnější a to dokonce 2x než při pouhém rozdělení jedním řezem. Ve vnitřní 
části je tedy přítomno mnohem větší zbytkové napětí Tedy platí, že zbytkové 
napětí není plně uvolněno pouze realizací jednoho radiálního řezu a předpoklad 
o beznapěťovém stavu, který zavedl autor v [26] je tak nepřesný. V tomto 
kontextu byla položena zásadní otázka: „Na kolika různých úrovních se může 
zbytkové napětí vyskytovat?“ 
V nejnovější práci [22], se autor věnuje zkoumání zbytkového napětí na 
úrovni jednotlivých vrstev. To jak v obvodovém tak v podélném směru – viz. 
Obr. 5.3. Znatelně tak rozšiřují dosavadní poznání. 
 
Obr. 5.3.: Separace jednotlivých vrstev a znázornění zbytkové deformace, včetně času uvolnění zbytkové 
deformace [22]. 
Zvládnutí problematiky separace jednotlivých vrstev včetně měření jejich 
mechanických vlastností je extrémně složité. Při důslednějším studiu (mimo 
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5.3. Zbytkové napětí mezi membránami médie 
V roce 2004 v článku [29] je publikováno mikroskopické měření zbytkové 
napjatosti ve střední vrstvě – tunica media, kde bylo zjištěno, že zbytkové napětí 
obsažené v daných částech může být o řád vyšší (tedy v desítkách kPa) než se 
doposud předpokládalo. Při této analýze mluvíme o měření zbytkového napětí 
mezi membránami médie. Za tyto membrány jsou považovány buňky hladkého 
svalstva a elastické vrstvy. Bylo změřeno, že elastické části jsou přibližně 2.5x 
tužší než části hladkého svalstva, přičemž tato heterogenita musí mít zásadní vliv 
na vznik rozdílného napětí. 
 
Obr. 5.4.: Zbytkové napětí způsobené materiálovou heterogenitou [29] (vrchní obrázek je výchozí 
(zatížený) stav, spodní obrázek je nezatížený stav) [soft – měkká]; [stiff – tuhá (ve významu tužší)] 
Tedy, pokud je tepna převedena ze stavu výchozího (NYNÍ ZATÍŽENÉHO) 
do stavu nezatíženého, musí být deformace všech vrstev stejná. Při rozdílných 
deformačně – napěťových závislostech jednotlivých částí to nutně vede ke vzniku 
záporného napětí v částech tužších, tedy elastických, a kladného napětí v částech 
poddajnějších (svalových). Ze základních znalostí [7] můžeme konstatovat, že 
tlakové napětí vyvolává vznik vyvýšenin a tahové napětí vznik prohlubní. 
Výsledný reliéf je dokumentován níže. 
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5.4. Vliv věku a pohlaví 
Zajímavé studie přináší [30]. V článku autoři sledují vliv stáří krysích 
laboratorních vzorku na rozevření aorty. V období od 20 dní do pubertálního 
stádia (6 – 8 týdnů) zaznamenávají výrazný pokles v úhlu rozevření. Naopak od 
pubertálního stádia až do věku 56 týdnů úhel rozevření pozvolna narůstá. Tento 
jev se dá vysvětlit nerovnoměrným růstem stěny aorty. V raném věku se 
upřednostňuje růst prostoru lumenu (zvětšení světlosti aorty) pro dokonalý 
transport látek a výživu základních orgánů. Po pubertálním stádiu, kdy je 
většina orgánů plně funkčních, dochází teprve k nárůstu tloušťky stěny a plnému 
uplatnění zbytkového napětí, která má ve stěně udržovat rovnoměrné rozložení 
výsledného napětí. Obdobné pozorování zaznamenávají i autoři v [31] pro lidské 
vzorky, které jsou ve věku od 3 měsíců do věku 87 let. Zásadní je také poznání, 
že zbytkové napětí u žen je menší než u mužů. 
Dále použijeme výsledky prezentované v článku [32] od kolegů z pražského 
ČVUT. Na Obr. 5.6 je vidět výsledek regresní analýzy.  
 
Obr. 5.6.: Závislost úhlu rozevření na konkrétním věku pacienta, osa x = věk [roky], osa y = úhel rozevření 
[°]. Zelená barva – měřeno v oblasti aortálního oblouku, Modrá – pro hrudní aortu, Červená – pro 
abdominální aortu 
Analýza byla prováděna pro 107 vzorků z 37 těl. Zásadní fakt je ten, že pro 
VĚROHODNÉ vyhodnocení je to nedostatečný počet. Sporný už je ten fakt, že 
pro dítě (věk 0-3 roky) je úhel rozevření roven 0°. To je v reálném stavu zcela jistě 
nepravdivý údaj – viz konstatování dříve. Sumarizace úhlu rozevření je 
v podkapitole 5.7. 
5.5. Vliv vysokého krevního tlaku (hypertenze) 
Při uměle vyvolané hypertenzi [33], [34], [35], která je například realizována 
přiškrcením (snížení světlosti lumenu v oblasti aortálního oblouku) dochází 
k výraznému zvýšení úhlu rozevření (zvýšení zbytkového napětí) během minut, 
které dosahuje svého maxima během několika málo dní. Po odstranění přiškrcení 
se pak pozvolna úhel rozevření vrací do „normálu“. Tento jev je vysvětlen 
remodelací měkkých tkání, která se začíná uplatňovat například právě 
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5.6. Proces remodelace, objemového růstu v souvislosti se 
vznikem zbytkového napětí 
V současné době se princip remodelace vysvětluje na základě práce [23]. 
Přepokládá se, že vyztužování stěny tepny je odezvou na lokální zatížení – 
nikoliv však na stěnu, nýbrž jako zatížení živočišné buňky. Proces přenosu 
zatížení se nazývá mechanotransdukce [5]. Samotná buňka (syntetická) se 
extrémnímu (náhlému) „pře“tížení snaží bránit jistou biomechanickou odezvou 
(např. produkce proteinů potřebných například k tvorbě kolagenu -> vyztužení).  
Remodelace je tak vlastně cyklické přizpůsobení tkáně při změně zatížení 
s následným objemovým růstem tkáně (důsledek homeostázy) a tím i vznikem 
dodatečného zbytkového napětí, které však v tkáni, v jisté podobě, zůstává stále. 
Objemový růst je v našem pojetí (pracovníků ústavu mechaniky) chápán jako 
prostředek vnesení do výpočtového modelu vliv zbytkového napětí. Detailněji 
nebude v diplomové práci zmíněn. 
 
5.7. Sumarizace velikosti úhlu rozevření 
Pro ukázku rozdílů v úhlu rozevření jsou použity závěry z [32] a novější 
z [37]. 
Tab. 5.1.: Hodnoty parametru   kvantifikující rozevření aorty [32], Lokalizace: I – vzestupná aorta, II – 
hrudní aorta, III – břišní aorta 
Muži Ženy 
Lok.   [°] čas [h] n Lok.   [°] čas [h] n 
I. 77.75 44.47 26.1 14.8 26 I. 72.9 59.67 24.4 6.2 11 
II. 94.05 62.39 26.1 14.8 26 II. 73.32       24.4 6.2 11 
III. 83.5 45.19 26.1 14.8 24 III. 96.38 49.42 24.4 6.2 11 
 
V [37], autoři provádějí inflačně extenzivní test na 22 různých cadaverech. 
Tab. 5.2.: Hodnoty parametru   kvantifikující rozevření aorty [37], Lokalizace: I – vzestupná aorta, II – 
hrudní aorta, III – břišní aorta 
Muži (38 - 66) Muži (67 – 77) Ženy (49 – 77) 
Lok.   [°] Lok.   [°] Lok.   [°] 
I. 180 I. 140 I. 140 
II. 140 II. 140 II. 140 
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5.8. Výpočtové modelování 
5.8.1. Kvantitativní odhad velikosti zbytkového napětí 
Nejnovější příspěvek v této problematice poskytuje článek [41]. Je realizován 
analytický výpočet zbytkového napětí ve stěně tepny s uvážením všech tří vrstev 
(tunica intima, media a adventitia). 
 
Obr. 5.7.: Hodnoty složek napětí – a) radiálního    , b) obvodového    , c) axiálního     
Je použit konstitutivní model neo-Hook pro každou z vrstev ve spojení 
s teorií silnostěnných nádob a vhodných okrajových podmínek, které definují 
spojení jednotlivých vrstev. 
Podle teorie silnostěnných nádob musí být radiální napětí nulové na 
vnitřním i vnějším povrchu (není realizováno zatížení vnitřním tlakem). 
Obvodové napětí je ve vrstvě intimy tlakového charakteru (cca 22 kPa). Tento 
charakter se mění ve vrstvě médie. V extrémních případech může být tlakové 
napětí ve vrstvě intimy tak vysoké, že způsobuje samovolnou delaminaci intimy 
od médie, viz. Obr. 5.8. Axiální napětí dosahuje velmi vysokých hodnot (ve 
vrstvě médie je dokonce větší než napětí obvodové). Tyto vysoké hodnoty 
mohou být způsobeny axiálním předepnutím v těle, které bylo cca 20%. 
Přechod mezi vrstvou tunica intima a tunica media je na poloměru r = 5.9mm, 
přechod mezi tunica media a tunica adventitia je na poloměru r = 6.7mm. Nulové 
obvodové napětí je pro poloměr r = 6.2mm. Mezi jednotlivými spojeními vrstev je 
vidět skoková změna – to je charakteristické pro vrstevnaté (kompozitové) 
materiály vzhledem k jiné tuhosti materiálu.  
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5.8.2. Výpočtové modelování v konečnoprvkových systémech 
Ve většině dosavadních prací se pro uvolnění zbytkového napětí využívá tzv. 
deformační metoda. Ta spočívá v předepsání takových posuvů, na volný konec 
beznapěťové konfigurace, pomocí nichž se konfigurace dostane na pomyslnou 
osu symetrie a tím se vytvoří konfigurace nezatížená. V následujícím textu jsou 
sumarizovány výsledky ze tří studií této metody [39] [40] [43]. Hned v úvodu je 
diskutována odchylka od odklonu rotační symetrie při analýze zbytkového 
napětí. Obdobně je postupováno i v obecné pružnosti –> důsledek odchylek. 
 
Jediný text věnující se odklonu od rotační symetrie je [40]. Autoři vytvořili 
dva modely – kontrolní (Control), který je idealizovaný a aktuální (Actual), který 
je skutečný. Je použit izotropní, nestlačitelný, hyperelastický materiál. Obě 
konfigurace se nacházely v beznapěťovém stavu. Byl tedy předepsán takový 
posuv volných konců, aby se konfigurace uzavřely. Místo hodnocení zbytkového 
napětí naznačeno na nezatížených segmentech. 
 
Obr. 5.9.: Rozdíl ve vyhodnocení zbytkového napětí pro kruhový a nekruhový segment. Chybové úsečky 
označují standartní odchylku normalizované tloušťky a obvodového zbytkového napětí. Černé šipky 
v průřezu obou segmentů zobrazují směr obvodového napětí [40]. 
Ze závěru autorů plyne, že odchylka je v řádu desetin kPa a nemusí být tedy 
podstatná avšak je logická, neboť při inflaci může docházet k lokálnímu nárůstu 
napětí (zde obvodového) v místě s lokální změnou zakřivení. V těchto úsecích 
tedy musí být lokání nárůst zbytkového obvodového napětí, aby i v těchto 
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V další studii [43] autor na vysoké úrovni popisuje kinematiku jednotlivých 
deformací (uzavření a inflace aorty) v konečnoprvkovém systému. Své poznatky 
autor aplikuje na tepnu postiženou aterosklerózou. Je vytvořen model geometrie 
(ve výchozí – beznapěťové konfiguraci), který je získán z exper. pozorování a 
jsou definovány deformační podmínky pro spojení jednotlivých konců aorty, viz 
Obr. 5.10. 
 
Obr. 5.10.: Konečno-prvkový model výchozí a průběžné geometrie včetně aplikace deformační podmínky 
[43]. 
Výsledky ukazují, že zbytkové napětí v místě aterosklerotického plátu jsou 
v řádech desítek kPa (na rozdíl od zdravých tepen). Což může potvrdit 
skutečnost, že při patologických jevech (zde představené aterosklerózou), kdy je 
tepna přetěžována, se aktivují procesy remodelace a objemového růstu tkání, 
které mají podstatný vliv na vznik zbytkového napětí. Zbytkové napětí je opět 
tlakového charakteru v blízkosti vnitřního povrchu a tahového charakteru u 
vnějšího povrchu. 
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Aplikace deformační metody pro „částečně“ obecnou geometrii byla 
provedena na nejvyšší úrovni v [39]. V práci je posuzován vliv zbytkového napětí 
na celkovou deformačně napěťovou analýzu zdravé aorty v místě bifurkace 
(rozdvojení). Dílčí model geometrie je zobrazen na Obr. 5.12. 
 
Obr. 5.12.: Dílčí model geometrie bifurkace aorty, (A) Beznapěťová konfigurace, (B) nezatížená 
konfigurace [39]. 
Pro vyhodnocování vlivu zbytkového napětí bylo postupováno analogicky 
s dříve uvedeným postupem (5.8.2., první odstavec) Autoři definovali takové 
posuvy na beznapěťové konfiguraci, aby opět přešla do konfigurace nezatížené. 
Tato konfigurace byla podle autorů získána z  pozorování. Je vytvořen pouze 
poloviční model bifurkace a je vytvořen předpoklad o symetrii.  
 
Obr. 5.13.: Maximální hlavní napětí a) bez vlivu zbytkového napětí, b) s vlivem zbytkového napětí. 
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Obrázky mají dobrou vypovídající hodnotu. Na Obr. 5.13a) je zobrazeno 
maximální hlavní napětí (tahové). Skutečnost, že napětí v místě rozdvojení 
narůstá až na 6ti násobek oproti napětí ve zbytku zdravé stěny koresponduje se 
známou skutečností nárůstu napětí v místě vrubu z obecné pružnosti. Tento fakt 
by znamenal, že by prakticky hrozilo protržení v místě rozdvojení a to aniž by 
stěna byla dále patologicky postižena. Ve skutečnosti však k protržení vůbec 
nedochází.  
Se zahrnutím vlivu zbytkového napětí na Obr. 5.13b) je vidět, že extrémní 
napětí, které bylo přítomno v místě bifurkace, zcela vymizí a naopak se objevuje 
v místech, kde dříve nebylo dokumentováno. Taktéž dochází k výrazné 
homogenizaci napětí po tloušťce stěny v oblastech mimo bifurkaci. Výsledky lze 
považovat za věrohodné, neboť splňují doposud zaznamenané skutečnosti o 
vlivu zbytkového napětí. Z hlediska vyhodnocení můžeme také říci, že došlo ke 
snížení nejistot, které vznikají špatnou charakteristikou beznapěťové konfigurace.  
 
5.8.3. Vyhodnocení rizika ruptury cévy, resp. aneurysmatu 
Současné pojetí vyhodnocení rizika ruptury je zpracováno podle [5], [17], a 
[45]. Již v úvodu práce bylo konstatováno, že lékař, pouze na základě klinického 
pozorování, zde reprezentované rozsahem dané patologie (velikostí např. 
aneurysmatu) rozhoduje o hospitalizaci a operaci pacienta. Přičemž, vztaženo 
právě na aneurysma, se za rizikové považuje nárůst průměru cca 5.5 cm. Avšak 
pozorování ukazuje, že i daleko menší aneurysmata mohou praskat nebo 
dokonce i fakt, že 60% z celkového počtu daleko větších aneurysmat nepraskají. 
Zásadní otázkou stále zůstává: „proč“?  
 
V současné době neexistuje takový výpočtový model, který by respektoval 
skutečnost, avšak během posledních let, s rozvojem výpočetní techniky, se dané 
výpočtové modely značně přiblížily skutečnosti. Uveďme jen např. zásadní práci 
Ing. Polzera na našem ústavu. Pro popis rizika ruptury byl vytvořen nový 
parametr: „RRI“ neboli Rupture Risk Index neboli index pravděpodobnosti rizika 
ruptury. Vychází ze znalosti prosté pružnosti pevnosti, kdy bezpečnost vůči 
danému stavu (např. pružnosti) byla charakterizována součinitelem bezpečnosti, 
který vyjadřuje podíl napětí mezního (u technických materiálů většinou mez 
kluzu) ku napětí maximálnímu (při víceosé napjatosti redukovanému napětí), 
tedy 
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RRI je stanoven jako převrácená hodnota bezpečnosti tedy 




    




kde        vyjadřuje maximální pevnost. 
Maximální pevnost je stanovena pomocí mechanických zkoušek. Je jiná u 
zdravých a patologických cév. Hodnoty jsou stanoveny statisticky. Z toho také 
plyne stále značné omezení (každý člověk je zcela odlišný). Hodnoty jsou 
sumarizovány do Tab. 5.3. 
Tab. 5.3.: Mezní hodnoty aorty [16] 
Mezní hodnoty aorty 
Mez pevnosti 300-1000 (kPa) 
Max. přetvoření 50-100 (%) 
Přičemž mez pevnosti zdravé aorty je v řádu cca 800 – 1000 (kPa), u patologických cév je tato hodnota nižší, 
cca 300-600 (kPa). 
Je tedy zřejmé, že RRI se pohybuje v intervalu 〈   〉, přičemž pokud RRI se 
blíží k 0, je riziko menší, pokud k 1 je riziko větší. Ukázku takového přístupu je 
možné vidět na Obr. 5.14: 
 
Obr. 5.14.:Zobrazení RRI [45] 
Tento přístup umožňuje též definování různé lokální pevnosti stěny. Autoři 
například pevnost stěny v místě ILT snižují. To respektuje částečně skutečnost 
špatného vyživování stěny v dané oblasti. Hodnoty RRI tak mohou být po inflaci 
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6 PROBLEMATIKA VELKÝCH DEFORMACÍ 
V podkapitole 8.1.3. je využito těchto znalostí k výpočtu zbytkového napětí, 
nastíníme proto částečně tuto problematiku s odkazem na světovou literaturu 
[19] a [20] k dostudování. Českou matematickou podporu poskytuje [10]. 
 
Existují celkově čtyři metody popisu pohybu: materiálový popis, referenční popis, 
prostorový popis a relativní popis. Všechny zmíněné typy popisu jsou ekvivalentní.  
Definujme nyní referenční a prostorový popis, které jsou v mechanice často 
využívány. Zbývajícím popisům nebude věnována pozornost. 
 
6.1. Prostorový popis 
Prostorový popis vychází z okamžité konfigurace tělesa. Tento popis byl 
zaveden d´Alembertem a v hydrodynamice se označuje jako „Eulerův“ popis. 
Jako nezávisle proměnné vystupují poloha x a čas t. [10] 
Při prostorovém popisu vlastně sledujeme, co se odehrává v pevně zvolené 
části prostoru. Je zřejmé, že se takový popis využívá více v teoriích proudění 
kapalin. Prostorový popis je však nevhodný při výpočtech našeho problému, 
neboť v mechanice kontinua vystupuje těleso a nikoliv část prostoru. [10] 
 
6.2.  Referenční popis 
Referenční popis využívá referenční konfiguraci. V polovině 18. století zavedl 
Euler specifický referenční popis, který se v hydrodynamice stále nazývá 
„Lagrangeův“ Za referenční (výchozí) konfiguraci je vybrána poloha X částice P 
v čase t = 0s. Polohou X se tak označuje částice P a společně s časem t vystupují 
v referenčním popisu jako neznámé proměnné. [10] 
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6.2.1. Eulerovo „Lagrangeovo“ pojetí 
Těleso můžeme pozorovat v jeho konfiguracích, což jsou oblasti Euklidova 
prostoru, které těleso v daném okamžiku zaujímá. Pojem konfigurace nesmí být 
zaměněn s tělesem samotným, protože v mechanice kontinua může těleso, 
nazvěme ho B, zaujímat nekonečně mnoho různých oblastí v E3. Tyto oblasti 
jsou různými konfiguracemi tělesa nikoliv vlastní těleso. 
 
Obr. 6.1.: Schéma Eulerova „Lagrangeova“ pojetí popisu konečných deformací, inspirace [47]. 
Mějme těleso B, které zaujímá v čase t = 0 v Euklidově prostoru referenční 
(κn) konfiguraci. Těleso B nese pevný (jedinečný) materiálový bod P, který je 
popsán souřadnicí X. Rozepsáno pomocí bázových funkcí: 
                       (          
 
(5) 
Nechť dále těleso B zaujme v čase t = t v Euklidově prostoru novou, 
průběžnou (κd), konfiguraci. Materiálový pevný bod je stále stejný, je však 
popsán souřadnicí x. Rozepsáno pomocí bázových funkcí: 
                         (          
 
(6) 
Z matematiky se dále odvozuje, že pohyb je možné definovat jako 
posloupnost zobrazení referenční konfigurace na skutečné konfiguraci  .  
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V našem případě budeme dále uvažovat, že vztah (7) přechází do vztahu: 




Tedy budeme vyjadřovat souřadnice aktuální konfigurace (průběžné) x, 
pomocí souřadnice referenční (X). 
Dále se striktně budeme držet toho, že v deformaci u hyperelastických 
materiálů nehraje roli čas. Nezávisle proměnnou t tedy dále nebudeme uvažovat. 
Vztah přejde do tvaru: 





6.2.2. Deformační gradient 
Do referenční konfigurace (κn) tělesa B přidejme další materiálový bod Q. 
 
Obr. 6.2.: Schéma deformace diferenciálního vektoru v Lagrangeově pojetí mechaniky, inspirace [47]. 
Nechť úsečka, která spojuje materiálové body P a Q je diferenciální vektor 
(dX) referenční konfigurace a nechť úsečka, která spojuje materiálové body p a q 
je diferenciální vektor (dx) průběžné konfigurace. 
Pak platí, že deformace diferenciálního vektoru dX na diferenciální vektor dx 
je popsána vztahem 
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Deformační gradient F převádí referenční diferenciální vektor na 
zdeformovaný diferenciální vektor. Platné je použití zápisu jako derivace, 
respektive, vyjádřeno po složkách, jako totální derivace, viz vztah (12). 







Dále podle literatury [20] definujme podrobněji deformační gradient i po 
matematické stránce a ukažme na základní problémy: 
 
Deformační gradient je tenzor druhého řádu definovaný nad tenzorovou bází, 
která vznikne složením báze počáteční konfigurace a zdeformované konfigurace. 




respektive, dosazením ze vztahu (10) po složkách 
   
   
   
      
   
   
           
   
   
      
   
   




Přičemž platí, že    a    jsou v obecném případě považovány za jednotkové 
vektory. V maticovém zápisu tedy bude platit: 
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Po dosazení zpět do (13) 
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Zápis bází se často (pro přehlednost) vynechává a tenzor je reprezentován 
maticí jeho složek 
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Deformační gradient v sobě nese informace o pohybu kontinua v daném 
bodě. Deformační gradient může být zapsán tedy i pomocí polárního rozkladu 
[20] 




kde R je tzv. ortogonální tenzor rotace (rotace elementárního okolí), U je pravý tenzor protažení a 
v levý tenzor protažení v hlavním souřadném systému (změna tvaru elementárního prvku). 
 
Obr. 6.3.: Interpretace vztahu (17), význam jednotlivých symbolů viz dříve. Inspirace [47]. 
Podle výše uvedeného nemůže deformační gradient sloužit jako míra 
přetvoření, protože není objektivní (jeho složky jsou při pohybu tělesa jako 
tuhého celku nenulové). Jeho prostřednictvím je však možno vyjádřit tenzory 
přetvoření – např. Green – Lagrangeův, aj. Umožňuje rovněž vyjádření dalších 









kde dv je diferenciální objem deformované konfigurace tělesa a dV diferenciální objem výchozí 







VUT v Brně, FSI  ÚMTBM 
45 Analýza zbytkových napětí ve stěně tepny 
6.2.3. Homogenní deformace 
Na obrázku se nachází těleso ve tvaru krychle, které se deformuje 
 
Obr. 6.4.: Schéma homogenní deformace popsané deformačním gradientem F 
Podle dříve uvedené teorie platí   =1/2,   =2,   =3. Podle rovnice (12) platí 
                         . Deformační gradient tedy nezávisí na 
poloze materiálové částice (v F se objevují pouze konstantní funkce). V takovém 
případě se hovoří o homogenní deformaci. Pro případ   =   =    by šlo o 
rovnoměrnou dilataci [20]. 
U homogenní deformace musí být zachována geometrická podobnost tělesa 
před a po deformaci, tj. např. rovinné, rovnoběžné řezy před i po deformaci jsou 
stejné. Rovnoběžné hrany kolmé na tyto řezy jsou i po deformaci rovnoběžné. 
Stejně tak elementární těleso zobrazené na Obr. 6.4 může být válec, který se 
deformuje do jiného válce ve válcových souřadnicích. 
Obecně tedy platí 




Z definice homogenní napjatosti a z dříve uvedených vztahů o derivaci, viz (11) 
plyne 
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přičemž                           
V maticovém zápisu finálně můžeme psát: 
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kde jednotlivé parametry          charakterizují hlavní poměrná protažení (s respektováním 
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6.2.4. Dovysvětlení pojmu „Gradient“ 
Podle [9] pojem gradient znamená směr růstu příslušné veličiny   (např. 
deformace, napětí, rychlost). Je spjat s nehomogenními poli (jinak je nulový). Ve 
formálním jazyce matematiky gradient označuje diferenciální operátor, značený 
obvykle  (nabla), jehož výsledkem je vektorové pole vyjadřující směr a velikost 
největší změny skalárního pole – pro trojrozměrné pole je gradient: 













Ilustračně můžeme vykreslit jednoduché funkce parabol a přiřadit jim jejich 
gradient (směr růstu, přírůstek). 
 
Obr. 6.5.: Zobrazení funkcí a) -x2-y2, b) x2+y2 a jejich gradientu – v prostředí MAPLE 
 
Toto ujasnění pojmů je zásadní, aby se předešlo vágnosti celého pojednání o 
problematice zbytkového napětí (konstatování např., že na vnitřním povrchu je 
maximální gradient obvodového napětí). Nejblíže k řešenému problému je 
například problematika proudění krve v cévách, kde se hovoří o „gradientu 
rychlosti“. Případně z hlediska teplotních úloh v pružnosti pevnosti, kde se 
hovoří o „gradientu teploty“. Ve všech těchto případech lze slovo „gradient“ 
připodobnit k Obr. 6.5. 
Operátor gradientu lze aplikovat nejen na skalární funkce, ale též na tenzory, 
čímž zvyšujeme jeho řád o jedničku (přibývá směr). V našem případě gradient 






VUT v Brně, FSI  ÚMTBM 
47 Analýza zbytkových napětí ve stěně tepny 
6.3. Tenzory deformace a tenzory napětí 
Pro velké deformace je odvozeno několik různých tenzorů přetvoření. Je 
nutné mezi nimi rozlišovat. Pro jednoduchost a porozumění je uveden zápis pro 
hlavní přetvoření jako funkce hlavních poměrných protažení   , stejně tak jako 
dříve. 
a) Smluvní přetvoření (odvozeno v [8]) 




b) Green - Lagrange 
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c) Almansi – Hamel 
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d) Cauchyho (logaritmické, přirozené) 






 [   ]  
                (
   
  




Pozn.: Každý zápis je samozřejmě možné zapsat pomocí Einsteinova sčítacího pravidla pro plný tenzor, 
nebo jako maticový zápis, ve formě F*FT, kde F by byl deformační gradient definovaný dříve vztahem (21). 
Při jednoosém tahu: 
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Logicky musí platit, že pro různé míry deformace (přetvoření) musejí 
existovat různé míry napětí. Je však zásadní je opět rozlišit a pracovat jen tzv. 
konjungovanými tenzory napětí a deformace, které je mezi sebou možné 
libovolně kombinovat. Tenzory napětí a přetvoření tvoří energeticky 
konjungované tenzory, jestliže jejich skalární součin integrovaný přes 
odpovídající vztažnou geometrickou konfiguraci dává práci vnitřních sil 
    ∫    
  
    
     ∫    
  
    




kde Vo je počáteční, V finální geometrická konfigurace, každá jiná kombinace tenzorů či vztažených 
geometrií by poskytla nesprávný výsledek. 
Např. platí 
o Green – Lagrangeův tenzor přetvoření můžeme kombinovat s 2. Piola  
Kirchhoffovým tenzorem napětí 
 
Tenzory napětí se liší podle toho, v jaké geometrické konfiguraci je vyjádřena 
plocha, přenášející vnitřní síly v materiálu. 
a) Cauchyho tenzor skutečných napětí     – síla je vztažena ke skutečné 
ploše v aktuální deformované konfiguraci 
     
   





b) První Piola –Kirchhoffův tenzor (nesymetrický) napětí     – síla je 
vztažena k ploše  výchozí geometrické konfiguraci  
     
   





c) Druhý Piola – Kirchhoffův tenzor (symetrický) napětí     – 
k ploše  výchozí geometrické konfiguraci je vztažena fiktivní síla, 
přepočtená ze skutečné síly pomocí deformačního gradientu. Jedná se o 
nesymetrický tenzor bez jasné fyzikální interpretace.  
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Nestlačitelnost 
Je vlastnost měkkých tkání (složeny z velké části z vody, uvádí se 55-60% 
z tělesné hmotnosti). Někdy se též udává, že tyto vlastnosti jsou modelovány 
jako izochorické děje. Díky tomu se na „objemových složkách“ tenzoru 
deformace nekoná práce vnitřních sil, tedy z rovnic (21) poté plyne 
               
  
  





Odpovídající složky napětí nelze tak přímo určit z W. Zavádí se proto, jako 
neurčitý člen, Lagrangeův multiplikátor p, který se chápe jako hydrostatický tlak 
P přiložen k elementární krychli, viz. Obr. 6.7. Konkrétně        s uvážením 
  (       (      ) působící na elementární krychli Přičemž Lagrangeův 
parametr je nyní potřebné určit z vhodně zvolených okrajových podmínek.  
 
Obr. 6.7.: Elementární krychle s přiloženým hydrostatickým napětím 
A tedy    (    (    , přičemž odpovídající napětí přechází do tvaru 
formální konstitutivní rovnice 
 [ ]  [ ] (
  
  




kde W je hustota deformační energie, F představuje deformační gradient, I je jednotkový tenzor 2. řádu, E 
jsou složky Green-Lagrangeova tenzoru deformace a p je skalár (představuje tzv. Lagrangeův multiplikátor).  
Eliminaci parametru p je možné najít v [20], přičemž výsledky též zde 
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7 VYBRANÉ KONSTITUTIVNÍ MODELY 
7.1. Hyperelasticita 
Schopnost materiálu dosáhnout velkých (konečných) deformací označujeme 
jako hyperelasticita. Technické elastomery a měkké tkáně při zatížení mění svůj 
tvar bez porušení struktury v řádu desítek, někdy též stovek procent a při 
zpětném odlehčení se vrací téměř do původního stavu, přičemž celý proces 
probíhá zásadně po nelineární trajektorii. Matematicky experimentální 
deformačně napěťovou charakteristiku technických elastomerů a měkkých tkání 
nejčastěji popisujeme pomocí hyperelastického konstitutivního modelu. 
Rozdělení modelů může být podle různých kritérií, viz. Tab. 7.1. 

















podle uplatňovaného tenzoru 
Cauchy – Greenův tenzor 
Green – Lagrangeův tenzor 
 
7.2. Izotropní modely 
7.2.1. Polynomy Mooney-Rivlin 
Ryze fenomenologické, izotropní konstitutivní modely, vzájemně se lišící 
v kulové složce měrné energie napjatosti. V nejobecnější podobě se uvádí jako 
devíti parametrický (další varianty jsou dvou nebo pěti parametrické), jenž je 
použitelný i pro komplikované tvary křivek přetvoření – napětí.  
 
  ∑    
 
     
(  ̅    
 (  ̅    
   
 
(33) 
kde cij jsou materiálové parametry,   ̅ respektive   ̅ je modifikovaný první, respektive druhý, invariant 
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7.2.2. Redukovaný polynom – typ Yeoh 
Deviátorová složka měrné energie napjatosti zahrnuje jen členy s prvním 
modifikovaným invariantem   ̅. V práci je použit 2 parametrický model 
popisující vlastnosti AAA tkáně respektive 5ti parametrický model popisující 
vlastnosti zdravé tkáně. 
   ∑   (  ̅    
 
 





Výhodou těchto modelů je, že jsou implementovány do konečnoprvkového 
systému Ansys (na rozdíl od ortotropních – viz níže) a dají se s výhodou použít 
nejen pro technické elastomery ale i měkké tkáně.  
7.3. Ortotropní modely 
7.3.1. Exponenciální model Fung 
   
 
 
  (       
 
(35) 
kde       
      
      
                          
Tento typ je poprvé použit v [26]. Jeho použití je velmi komplikované (též 
hlavně díky velkému množství materiálových parametrů c a ci získaných pomocí 
materiálových zkoušek). Více používaný je tvar 
kde       
      
          
Tento tvar kvadratické funkce zanedbává vliv radiálního přetvoření (     , 
přičemž platí, že v radiálním směru není stěna tepny výrazně vyztužena. 
Analogii najdeme v teorii bezmomentových skořepin. 
7.3.2. Příčně izotropní model Guccione – McCulloch – Waldman 
   
  
 
(      
 
(36) 
kde       
    (  
    
   
Rovnice je použita pro výpočet zbytkového napětí zde v práci. Na rozdíl od 
jiných ortotropních rovnic zahrnuje vliv radiálního přetvoření. Jednotlivé složky 
Ei jsou opět složkami Green – Lagrangeova tenzoru přetvoření. Materiálové 
parametry můžeme převzít z [37], kde je tento model taktéž použit.  
Pozn.: U tohoto modelu je diskutabilní jeho odvození, jedním materiálovým parametrem je popsán totiž 
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8 METODY ŘEŠENÍ 
8.1. Analytické metody 
 
Podle [9] jsou v současném pojetí analytické metody stále nutné! Především 
jako předpoklad k pochopení DN stavů těles. 
8.1.1. Metoda založené na teorii silně a slabě zakřiveného prutu 
Poprvé sepsáno v [18] (vznik napětí u montáže pístních kroužků), první 
aplikace do biomechaniky v [12]. 
Model geometrie a zatížení 
 
Obr. 8.1.: Schéma geometrie a) slabě zakřiveného prutu, b) silně zakřiveného prutu 
 
Rozměry geometrie jsou převzaty např. [21]. Konkrétně          , 
          (střední poloměr    11.3mm, tloušťka stěny H =1.8mm, B = 1mm). 
Odpovídající vnitřní poloměr R1, vnější R2 a střední R jsou získány 
z představy o zachování délky střednice charakterizované rovnicí (37) a 
zachování objemu (pro B = 1 konkrétně obsahu) charakterizované rovnicí (38). 
 
(      
 
(       






 (    (  
    
    (  
    





Lineární elastický materiál popsaný elastickými konstantami E = 250 kPa a 
poissonovým číslem 0.49, odpovídající experimentálně zjištěným elastickým 
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Teorie slabě zakřiveného prutu 
Uvažujeme nezatíženou konfiguraci. Při nulovém tlaku na vnitřním povrchu 
je v řezu nulová normálová síla (N). Ze symetrie navíc plyne i nulová posouvající 
síla (T). Ohybový moment (Mo) je jediným nenulovým vnitřním účinkem. Tzn., 
pokud zatížíme vetknutý prut na svém volném konci silovou dvojicí Moy, průběh 
Mo je po celé délce konstantní. Střednice prutu zachovává tvar kruhového 
oblouku a mění se pouze její zakřivení (    .  
Napětí se stanoví podle vztahu (39), respektive při zobecnění (40) přičemž na 
vnitřním povrchu se předpokládá napětí tlakové (-) a na vnějším povrchu tahové 
(+). Napětí jsou rozložena lineárně. 







      






kde    
   
  
 je osový kvadratický moment průřezu a   
   
 
 je modul průřezu 
Teorie silně zakřiveného prutu 
U silně zakřiveného prutu namáhaného ohybem jsou normálná napětí 
v příčném průřezu rozložena s hyperbolickou závislostí s nulovou hodnotou 
v posunuté neutrální ose. Smyková napětí jsou nulová (              . 
V bodech prvku  vzniká jednoosá nehomogenní napjatost popsaná vztahem 
   (     
  
   
 
 
   
  (41) 
 
kde e je excentricita daná vztahem e =  -r, kde r vyjadřuje polohu neutrálné osy v oblasti .  





   
 (42) 
 
Při zobecnění platí, že v příčném průřezu vznikají dvě extrémní napětí, 
tahové a tlakové a to v místech průsečíků osy symetrie   s obrysem  .  
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Určení silové dvojice Moy 
Jak v případě slabě zakřiveného prutu, tak v případě silně zakřiveného prutu 
vystupuje jako neznámý parametr právě silová dvojice Moy, kterou je nutné určit. 
Pro určení je nutné využít tzv. identifikaci [9].  
V současném pojetí je identifikace způsob, při kterém z experimentálně 
zjištěných projevů (vztahů, grafů, závislostí) určujeme některou ze vstupních 
veličin do algoritmu. Mluvíme tedy o tzv. identifikačním přístupu. Výstupem 
z identifikace je deformačně napěťová analýza. 
Potřebná velikost silové dvojice Moy se určí z požadované změny křivosti při 
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Tento způsob je platný vzhledem k apriornímu odvození diferenciální 
rovnice průhybové čáry zohledňující velké deformace, které v našem případě 
nastávají. Redukovaný tvar rovnice průhybové čáry vzniká pomocí zanedbání 
členu    . Pak platnost je pouze do 5° natočení střednice prutu. Odvození a další 
diskuse k platnosti je v [7]. 
 
Vstupní veličiny 
Tab. 8.1.: Úhel rozevření, výchozí střední poloměr a hodnota silové dvojice Moy. 
Úhel 
 [ ] 
Výchozí 
 stř. poloměr   [mm] 
Hodnota 
Moy [Nm] 
0° 9.4167 0 
15° 10.0893 0.8601 
30° 11.3000 2.1504 
45° 12.5555 3.2252 
60° 14.1250 4.3008 
75° 16.1431 5.3761 
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Rozložení zbytkového obvodového napětí pro teorii slabě zakř. prutu  
 
Obr. 8.2.: Rozložení napětí, teorie slabě zakřiveného prutu 
Rozložení zbytkového obvodového napětí pro teorii silně zakř. prutu  
 
Obr. 8.3.: Rozložení napětí, teorie silně zakřiveného prutu, neutrálná osa je posunuta o 0.024mm směrem 
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Na rozdíl od teorie slabě zakřivených prutů, kde napětí je po průřezu 
rozloženo lineárně a neutrálná osa se nachází ve středu průřezu (napětí k ní je 
nulové), v teorii silně zakřivených prutů dochází k posunu neutrálné osy směrem 
k vnitřnímu povrchu. Napětí uprostřed prutu tak není nulové! Rozložení napětí a 
posun neutrální osy je zobrazen na Obr. 8.3. 
Porovnání jednotlivých teorií 
Odchylka teorie slabě zakřivených prutů od prutů silně zakřivených podle 
vztahu (47) a zapsána do Tab. 8.2. 
    
     
  




kde    představuje napětí podle teorie silně zakřivených prutů a    představuje napětí podle teorie slabě 
zakřivených prutů 
Tab. 8.2.: Maximální odchylka teorie slabě zakřivených prutů oproti teorii silně zakřivených prutů.  
 Úhel rozevření 
Max. odchylka [%] 15° 30° 45° 60° 75° 90° 
Na vnitřním povrchu 5.35% 5.24% 4.17% 5.24% 5.23% 4.92% 
Na vnějším povrchu 5.30% 5.32% 5.85% 5.71% 5.51% 5.92% 
 
Diskuse 
Na základě literatury zvolen počáteční modul pružnosti E. Vytvořen 
výpočtový model využívající teorii silně / slabě zakřivených prutů ve spojení 
s dif. rovnicí průhybové čáry a identifikačního přístupu. Obě metody lze použít 
k počátečnímu odhadu velikosti zbytkového napětí, které se, stejně jako ve 
vědecké literatuře, pohybuje v řádech jednotek, maximálně desítek kPa. Také lze 
konstatovat, že odchylka při výpočtu slabě zakřiveného prutu (lineární průběh) 
oproti prutu silně zakřivenému (hyperbolický průběh) odpovídá známé odchylce 
uváděné v textech pružnosti pevnosti I. Odchylku lze taktéž označit rovnou za 
chybu, neboť výpočet pomocí teorie silně zakřivených prutů má obecně 
preferenci správnosti – viz např. kapitola 5.8.2. 
Výhodou této metody je, že je méně pracná a rychlá. Nevýhodou naopak je, 
že jakékoliv další informace o deformačně napěťovém stavu již nelze získat. Ke 
stěně tepny nelze přiložit odpovídající velikost liniového zatížení (tlak krve) a 
stanovit napětí po zatížení (nejedná se o lineární úlohu – neplatí princip 
superpozice). Stejně tak nemůžeme vyjádřit zbytkové napětí axiální, které vzniká 
jako důsledek axiálního předepnutí aorty v těle.  
K tomu účelu je v práci zpracována metoda, která využívá teorie 




VUT v Brně, FSI  ÚMTBM 
57 Analýza zbytkových napětí ve stěně tepny 
8.1.2. Metoda fiktivní teploty – úvodní úvaha 
V kapitole 8.1.1 byla analyzována deformační metoda využívající znalostí 
slabě a silně zakřiveného prutu. Pomocí ní lze stanovit rozložení zbytkového 
napětí ve stěně tepny. Je nutné podotknout, že tato metoda selhává pro reálné 
geometrie (změna v rotační symetrii) a je zcela nepoužitelná pro stanovení 
velikosti zbytkového napětí u stěn postižených aneurysmaty. Za tímto účelem 
byla vyvinuta metoda fiktivní teploty. Zdůrazněme, že výchozí konfigurací je 
nyní nezatížená (uzavřená) konfigurace. 
 
Obr. 8.4.: Schéma výpočtového modelu a) definici okrajových podmínek, b) lineární závislost změny 
teploty po tloušťce 
Metodu lze pro lineárně elastický materiál odvodit i pomocí vztahů prosté 
pružnosti pevnosti. Model geometrie, model vlastností je totožný s kapitolou 
výše. Mění se pouze okrajové podmínky a postup výpočtu, který se rozpadá na 
dvě části: 
a) Zatížení výchozí konfigurace teplotou s lineárním rozložením po tloušťce 
stěny (kladná teplota pro vnitřní povrch – způsobuje roztažení, záporná 
teplota pro vnější povrch – způsobuje smrštění). Střední teplota je rovna 0. 
Součet vnitřní a vnější teploty musí být po součtu (s ohledem na 
znaménka) roven střední teplotě. Pomocí identifikačního přístupu je nutné 
stanovit buď součinitel délkové roztažnosti při dané změně teploty, nebo 
změnu teploty při konstantní hodnotě souč. délkové roztažnosti. Obě 
varianty jsou rovnocenné, viz vztah (48). 
  




kde    je teplotní přetvoření [-] 
b) Deformované konfiguraci předepíšeme nulové posuvy volného konce -> 
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Určení součinitele délkové roztažnosti   resp. změny teploty  T 
Zakřivená část cévy je zatížena teplotou, která má lineární průběh (lineární 
přírůstek, gradientní závislost), popsaný rovnicí přímky ve tvaru  




Přičemž konstanty A a B jsme schopni určit z okrajových podmínek z = 0 -> T= 
0 a např. z = H/2, T = T. Po vyhodnocení poté plyne 
  (   






kde T je teplota, respektive změna teploty, H je tloušťka a z je souřadnice tloušťky určující znaménko teploty 
Podle Apendixu B je poté teplotní moment (který jako jediný působí na prut) je 
dán vztahem 
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kde ∫   (         je osový kvadratický moment průřezu 
Potřebná velikost součinitele délkové roztažnosti   / změny teploty  T se určí 






    
(         
 |
  














     
|  |
   
    
    
    
| 
   
 
| |  
 









|  |  
 























kde odpovídající poloměr R je získán z rovnic (38) a (39) a poloměr   je určen v Tab. 8.1 
Hodnoty   [1/°C]a  T[°C] jsou sumarizovány až při analyzování této metody 
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8.1.3. Inverzní mechanika velkých deformací 
Využití teorie silnostěnných válcových nádob 
Obecným modelem geometrie je válcové, rotačně symetrické těleso 
definované vnitřním průměrem a vnějším průměrem nebo středním průměrem a 
tloušťkou stěny. Deformace je homogenní – tedy válec přechází opět ve válec, 
všechny řezy zůstávají před a po deformaci rovinné (resp. válcové), řezy se 
mohou vzdalovat nebo přibližovat, vůči sobě se nenatáčejí  
 
Obr. 8.5.: Válcové těleso jako výpočtový model, a)uvolnění prvku ze segmentu b) uvolněný prvek 
s naznačenými vnitřními účinky, c) deformovaný prvek s naznačením hlavních zkosů 
Z definice homogenní deformace také nepřepokládáme zkosy. Ty by 
zpravidla vedly na nesymetrický tenzor deformace. Náročnost řešení by se tak 
zvýšila. Předpokládáme tedy, že  
   - sklon v obvodovém směru, nemůže nastat při deformaci, kdy „válec“ 
přechází opět ve „válec“ 
   - odklopení od podélné osy, reálně může nastat, když je helikální proudění 
krve 
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Popis deformace 
Změnu ze stavu beznapěťového do stavu nezatíženého definujeme změnou 
hlavních rozměrů (     ) -> (R, ,Z), přičemž platí 
    (     
   
   





      
  (  
  
      
  
(     




kde   je známým parametrem kvantifikující rozevření aorty, parametr   vyjadřuje míru axiálního 
prodloužení vlivem rozříznutí segmentu, zbytek výrazů viz. Obr. 8.1 
Deformační gradient F1 
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Změnu ze stavu nezatíženého do stavu zatíženého definujeme změnou 
hlavních rozměrů (     ) -> (r, ,z), přičemž platí 
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kde   vyjadřuje poměrné protažení tepny (předepjatí v těle), zbytek výrazů viz. např. Obr. 8.1 
Deformační gradient F2 
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Celkový deformační gradient F = F2 F1 
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Přičemž, podle pravidel pro derivování implicitně zadané funkce platí 
  (  
  





,  parametr   
 
 
,  parametr   
 
 
   
Při uvažování postupu, který je odvozen v Apendixu A je dále nutné vyjádřit 
odpovídající poloměry. Vždy aktuální poloměr ve funkci poloměru průběžné 
konfigurace. To můžeme provést za předpokladu zachování objemu následovně 
Změna ze stavu nezatíženého do stavu zatíženého 
  (  
    )   (  











   
Změna ze stavu beznapěťového do stavu nezatíženého 
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kde   (     , a výraz 
 
 
   
Změna ze stavu beznapěťového do stavu zatíženého 
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    , přičemž v literatuře [19] se udává, že parametr   je tak malý (např. 1.0177), že výraz obecně 
přechází zase v    
Model materiálu 
Homogenní, válcově ortotropní resp. příčně izotropní pro konstitutivní 
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Filozofie výpočtu 
Daný výpočet je na analytické řešení v práci příliš obsáhlý. Jsou uvedeny tedy 
jen základní kroky, které usnadní čtenáři orientaci. Pro výpočet byl zvolen 
program Maple v.14 (pro svoje „snadnější ovládání“). 
 
Bez vlivu zbytkového napětí – pouze inflace a extenze 
Uvažujeme konstitutivní model (36), ve kterém se vyskytují složky Green – 
Lagrangeova tenzoru deformace. Díky podmínce nestlačitelnosti (31) jsme 
schopni vyjádřit jedno poměrné protažení v závislosti na zbylých dvou. Zpětně 
vše dosadíme do konstitutivního modelu, a ten (    (         (     . 
Přičemž obvodové poměrné protažení je dáno    
 
 
 a      . Následně musíme 
vyjádřit aktuální poloměr jako funkci poloměru konečné deformace (61). 
Provedeme inflační test (vykreslení tlakové funkce), ve kterém určíme nejprve 
(při P=0) změnu poloměru způsobenou vlivem axiálního protažení 
kvantifikovaným parametrem  . Následně určíme, při P = 16kPa a při použití 
zákona o zachování objemu, hodnoty vnějšího a vnitřního poloměru po zatížení. 
V tom okamžiku jsme schopni evaluovat příslušná napětí (radiální, obvodové, 
axiální).  
Je důležité si také uvědomit, že všechny integrální rovnice jsou odvozené ve 
funkci dolní meze, kam musíme také dosadit dolní poloměr zdeformované 
konfigurace jako funkci horního poloměru téže konfigurace a obou poloměrů 
nezatížené konfigurace -> tedy z (61) plyne     √    
  





S vlivem zbytkového napětí – uzavření a následná inflace s extenzí 
Obdobným způsobem je postupováno v případě zahrnutí vlivu příslušných 
složek zbytkového napětí. Nejprve se za pomocí rovnic (37) a (38) určí 
odpovídající poloměry beznapěťové konfigurace. Obvodové poměrné protažení 
   
  
(     
, kde příslušený poloměr   je vyjádřen z (63),       (přechází opět, 
neboť    ). Je proveden stejný inflační test, kterým zjistíme odpovídající 
poloměry zatížené konfigurace, v jejichž mezích pak evaluujeme příslušná 
napětí.  
Podmínka o vyjádření poloměru ri a dosazení do spodní meze integrálních 
rovnic musí být taktéž splněna, konkrétně    √     
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Testování správnosti Apendixu A 
Pro testování správnosti využijeme výsledků v [20]. Bude analyzována pouze 
inflace a extenze aorty a diskutováno o příčinách chyb.  
Model geometrie 
 
Obr. 8.6.: Geometrie daného segmentu aorty [20]. 
Rozevření aorty kvantifikováno úhlem    = 71.4°, vnitřní a vnější poloměr 
zakřivení, změřený ve stavu beznapěťovém                    .  
 
Model materiálu 
Konstitutivní model Fung, viz. podkapitola 7.3.1., s materiálovými parametry  
c = 22 400 Pa, c1 = 0.0499, c2 = 1.0672, c3 = 0.4775, c4 = 0.0042, c5 = 0.0903, c6 = 0.0585. 
 
Model zatížení: 
Vnitřní tlak p = 16 kPa, počáteční axiální předepnutí o 80% -        
 
Hodnoty hlavních napětí po inflaci a extenzi: 
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Porovnání a diskuse 
 
Obr. 8.8.: Hodnoty axiálního (čárkovaně) a obvodového (plná čára) napětí při použití plného modelu 
Fung [20].  
Při zobrazení je nutné si povšimnout, že při hledání odpovídajícího poloměru 
po inflaci se navržený způsob liší o jednu desetinu. To má za následek 
nepřesnost v podobě hlavních složek napětí – obvodového, axiálního. Radiální 
napětí musí na vnitřním povrchu odpovídat přibližně zatížení tlaku krve, na 
vnějším povrchu musí být přibližně rovno 0. Zbylé složky napětí se oproti 
výsledkům v publikaci [20] tedy liší přibližně o 50 kPa.  
Je nutné si však uvědomit, že autor v dané publikaci neuvádí, který software 
použil pro výpočet, konkrétně pro vyčíslení numerických integrálů, které ve 
výpočtu vystupují. Dokonce ani neuvádí, kterou známou metodu pro výpočet 
těchto integrálů použil. Výsledky se mohou lišit právě vlivem použité metody. 
Zpravidla lze využít obdélníkového pravidla, trojúhelníkového pravidla, 
Simpsonova pravidla nebo použití více sofistikovaných metod jako je 
Rombergova metoda nebo Gaussova kvadraturní metoda. Všechny zmíněné 
metody je možné nalézt v [11]. 
Pro budoucí práci platí, že odchylku, při použití daných metod pro specifické 
případy je nutné detailněji analyzovat. Stejně tak provést dodatečnou citlivostní 
analýzu daných vstupních veličin, která je však mimo rozsah této práce. 
*Pozn.: Díky obsáhlým pracím vědců Fung, Hayashi, Matsumoto, Vossoughi aj. se stále publikují články, 
kde autoři přebírají materiálové parametry a rozměry stěny různých živočichů – myší, krys, králíků aj. 
V této práci jsou převzaty jen z toho důvodu, aby bylo možné srovnání s výsledky, které lze „snadno“ 
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Výsledky pro vybrané případy z Lambrose [37].  
Analogické jsou dílčí výpočtové modely s dílčími výpočtovými modely výše. 
Uveďme tedy jen jejich vlastnosti: 
První případ se týkal mužského vzorku ve věku 38 let, úhel rozevření   = 80°, 
axiální předepnutí 15% (       ), R1 = 5.3mm, t = 1.22mm -> R2 = 6.52mm. 
Materiálové parametry c1 = 14.7 kPa, c2 = 3.04 (-), c3 = 7.38 (-). 
 
Obr. 8.9.: Složky jednotlivých napětí bez uvažování zbytkového napětí (v Pa) 
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Druhý případ se týkal mužského vzorku ve věku 60 let, úhel rozevření   = 
80°, axiální předepnutí 15% (       ), R1 = 6.3mm, t = 1.69mm -> R2 = 7.99mm. 
Materiálové parametry c1 = 7.6 kPa, c2 = 2.96 (-), c3 = 10.23 (-). 
 
Obr. 8.11.: Složky jednotlivých napětí bez uvažování zbytkového napětí (v Pa) 
 
 
Obr. 8.12.: Složky jednotlivých napětí s uvažováním zbytkového napětí (       , (v Pa) 
Hodnoty napětí můžeme případně z grafu odměřit (vždy však v prostředí 
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Diskuse 
Byla analyzována metoda využívající rovnic rovnováhy pro válcové těleso 
s uvážením velkých (konečných) deformací. Na ústavu mechaniky v Brně zatím 
nebyla při řešení úloh aplikována. Velkou nevýhodou je, že je časově velmi 
náročná jak na pochopení tak přímou aplikaci a není použitelná u všech 
konstitutivních modelů diskutovaných v kap. 7 v  Tab. 7.1 bez patřičných úprav, 
které jsou pro dané modely různé.  
Výsledky pro lidské cévy dávají kvantitativně odhad o vlivu zbytkového 
napětí. Jsou v souladu s článkem [37]. Pokud bychom prováděli inflačně extenzní 
test aorty, výsledkem z experimentu by také byl poznatek o síle, která 
kvantifikuje axiální předpětí. Tato síla se pohybuje v řádu jednotek Newtonů. 
Vyhodnoceno pro případ první je síla Fz = 1.99N, pro druhý případ pak Fz = 2.58 
N.  
Na Obr. 8.13 je vidět, proč se nepatrně mění poloměr při zahrnutí vlivu 
předepnutí (obvodového i axiálního) když stěnu tepny zatěžujeme stále stejným 
tlakem. Výsledek pro první případ! 
 
Obr. 8.13.: Závislost změny poloměru na tlaku, při a)     , b)      , v Pa. 
Výhodou aplikace těchto inverzních úloh v konečných deformacích je, že 
dokáží zohlednit oba druhy předepnutí – obvodové i axiální a tím i vlastně 
vyhodnotit všechny hlavní složky napětí – obvodové, axiální i radiální. 
Nevýhodou je, že ortotropní modely nejsou implementovány do prostředí 
Ansys, proto nelze provést porovnání s numerickými metodami a pro výpočet 
tak vytvořit jisté srovnávací kritérium.  
Barieru podle [9] tvoří fakt, že tyto metody uvedené výše jsou aplikovatelné 
POUZE na idealizované tvary – kruhový segment (dutý válec). Pro obecnou 
geometrii nezná analytická pružnost řešení. Je proto nutné využívat pouze 
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8.2. Numerické metody 
 
8.2.1. Aplikace deformační metody 
 
Model geometrie 
Aorta je modelována jako symetrické válcové těleso s jednotkovou délkou 
(rovinná napjatost – axiální napětí je nulové). Je vytvořena pouze polovina 
průřezu v beznapěťové konfiguraci (na Obr. 8.14 obrys), kde úhel rozevření   se 
pohybuje v rozmezí 0° - 90°což odpovídá známým hodnotám úhlu rozevření pro 
abdominální aorty uváděné v literatuře, viz podkapitola 5.8. 
 
Obr. 8.14.: Model geometrie ilustrativně naznačen pro úhel rozevření 30°. Obrysová část značí stav 
beznapěťový, plná část značí stav nezatížený. Značení je totožné s dřívějšími zobrazeními u analytických 
výpočtů. Pro výpočet stačí znát jeden libovolný poloměr, tloušťku a úhel rozevření – zbývající parametry 
jsou dopočítány (opět zmíněno již výše). 
Model materiálu 
Je na dvou úrovních 
a) Lineárně elastický izotropní materiál s konstantním modulem pružnosti E 
= 250 kPa a poissonovým číslem        – k porovnání dříve odvozených 
analytických výsledků. 
b) Nelineární hyperelastický materiál popsaný polynomickým 5ti 
parametrickým modelem Yeoh, kde  
c10 = 20 kPa,  c20 = 250 kPa,  c30  = 0 kPa,  c40 = 35 kPa, c50 = 200 000 kPa  
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Model vazeb a zatížení 
Model vazeb a zatížení se mění podle následujícího postupu: 
1. Vytvoříme výchozí (beznapěťovou) konfiguraci 
2. Zamezíme posuvu v ose x a v ose y podle Obr. 8.15a). Na volný konec 
předepíšeme takový posuv (ux) ve směru osy x, aby se volný konec 
konfigurace dostal na osu symetrie. Výsledkem je uzavření konfigurace a 
vznik zbytkového napětí. 
3. Okrajová podmínka na volném konci zůstává a vnitřní povrch zatížíme 
odpovídajícím statickým tlakem p=20kPa. Výsledkem změna radiálních 
rozměrů (někdy též inflace aorty). 
 
Obr. 8.15.: Dílčí model vazeb a zatížení ilustrativně zobrazen pro deformační metodu. 
Diskuse k metodě 
Při analytickém řešení, viz. kapitola 8.1.1., byla pomocí identifikačního 
způsobu stanovena taková velikost zátěžné silové dvojice Moy, která 
beznapěťovou konfiguraci převede na nezatíženou konfiguraci. V prostředí MKP 
je tento inverzní postup nemožný. 
Metoda uzavření v MKP využívá Lagrangeova variačního principu a věty o 
minimalizaci energie. Pokud konfiguraci (tvaru půlkruhového segmentu) 
předepíšeme vodorovný posuv, pak se deformuje opět do konfigurace 
půlkruhového segmentu, neboť je tato konfigurace nejméně energeticky náročná 
(k jiné konfiguraci by bylo jistě potřebné více energie, a tu není, zadáním pouze 
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Rozložení zbytkového napětí při použití lineárně elastického materiálu 
 
Obr. 8.16.: Průběh zbytkového obvodového napětí po tloušťce stěny, neutrálná osa posunuta o 0.036mm 
směrem k vnitřnímu povrchu, napětí k ní je nulové. 
Zbytkové obvodové napětí, po uzavření segmentu aorty, má hyperbolický 
průběh. Stejně tomu bylo u teorie silně zakřivených prutů v podkapitole 8.1.1.  
Porovnání velikosti zbytkového napětí získaného pomocí analytických metod 
s hodnotami zbytkového napětí získaného pomocí programu ANSYS. 
Odchylka 
    
     
  




kde    resp.    je velikost zbytkového obvodového napětí zjištěného pomocí analytické metody respektive 
zjištěného pomocí numerické metody 
Z dřívějšího textu v kap. 8.1.1. vyplynulo, že rozložení zbytkového napětí 
pomocí teorie silně zakřivených prutů má preferenci správnosti. Porovnání je tak 
pouze se zmíněnou teorií.  
Tab. 8.3.: Odchylka metody silně zakřivených prutů vůči numerickému řešení v programu ANSYS. 
 Úhel rozevření   [°] 
Max. odchylka [%] 15° 30° 45° 60° 75° 90° 
Na vnitřním povrchu 4.16 0.85 0.27 0.31 0.94 1.62 
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Rozložení zbytkového napětí při použití hyperelastického materiálu 
 
Obr. 8.17.: Vyhodnocení průběhu zbytkového napětí po tloušťce stěny, průběh je hyperbolický, 
připomínající známou závislost z teorie silně zakřivených prutů. Posunutí neutrální osy je cca 0.028mm 
k vnitřnímu povrchu stěny. 
Z Obr. 8.16 a Obr. 8.17 je vidět, že se výsledky vůči sobě liší přibližně 2x. 
Hodnoty zbytkového obvodového napětí závisí u lin. elastického materiálu na 
velikosti ohybové tuhosti (počáteční modul pružnosti E je nízký), u 
hyperelastického materiálu na velikosti zpevnění. Nelze je srovnávat! 
Zatížení tlakem  
 
Obr. 8.18.: Zobrazení průběhu obvodového napětí pro rozsah úhlů rozevření          a následné 
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Grafická interpretace přerozdělení napětí v prostření ANSYS 
 
Obr. 8.19.: Postupná homogenizace napětí ve stěně tepny při a)  =0°, b)  =15°, c)  =30°, d)  =45° 
 
Diskuse 
V prostředí Ansys byla analyzována deformační metoda. Tato metoda byla 
realizována pro dva rozdílné dílčí modely materiálu - lineárně elastický a 
hyperelastický. Byl analyzován rozsah rozevření segmentu v intervalu 0 – 90°.  
Pro první dílčí model byla ověřena teorie silně zakřivených prutů 
(podkapitola 8.1.1.) pomocí numerického výpočtu.  
Pro druhý dílčí model byl použit 5ti parametrický polynomický 
hyperelastický materiál Yeoh, který je hojně používán na ústavu mechaniky 
VUT. S tímto modelem bylo dosaženo obdobných výsledků, které jsou 
publikovány ve světové literatuře. Bylo ukázáno, jak zbytkové napětí, které je po 
uzavření max. v řádu jednotek kPa narůstá vlivem materiálové nelinearity na 
hodnotu až stovek kPa a zásadně redukuje maximální obvodového napětí na 
vnitřním povrchu stěny -> dochází k přerozdělení napětí po tloušťce (k 
homogenizaci napětí). 
Po překročení mezního úhlu rozevření (40°) dochází k vytváření maximálního 
napětí na vnější straně. Tato skutečnost není ve fyziologickém stavu žádoucí a 
není reálná. 
Výsledky, které jsou prezentovány nelze experimentálně ověřit (verifikovat), 
neboť na ústavu mechaniky je v absenci zařízení na pozorování úhlu rozevření 
aorty a následnou evaluaci v podobě zbytkové deformace -> napětí. Výsledky lze 
opět považovat pouze za kvantitativní odhad velikosti a vlivu zbytkového 
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8.2.2. Metoda fiktivní teploty 
 
V podkapitole 8.1.2. s pomocí Apendixu B  byla odvozena analytická metoda, 
která má sloužit jako vstupní studie do této podkapitoly a podkapitoly 8.2.3.– 
testování možností zahrnutí zbytkového napětí do stěny tepny postižené 
aneurysmatem.  
Pozn.: V programu Ansys musíme, jako první krok, nastavit jednotky ve kterých budeme počítat -> 
Kelvin/Rankin, Celsius, Fahrenheit (definujeme tzv. přechod z absolutní nuly na nulu). Tím jsou zákonitě 
dány i jednotky veličin odvozených – součinitel délkové roztažnosti  [1/°C], součinitel přestupu tepla 
  [W.m-2.°C-1]. Přičemž poslední hodnotu volíme 1 (pro vodu při teplotě 25°C je     0.606W.m-2.°C-1) 
Model geometrie 
Model geometrie je téměř totožný s modelem geometrie v podkapitole 8.2.1. 
Nezatížená konfigurace je nyní ovšem výchozí konfigurací (přechod   -> R) a 
beznapěťová konfigurace je deformovaná konfigurace (přechod R ->  ). Dané 
rozměry jsou totožné s rozměry uvedenými dříve pro analytické metody a lze je 
dohledat v Tab. 8.1. 
 
Obr. 8.20.: Model geometrie ilustrativně naznačen pro úhel rozevření 30°. Obrysová část značí stav 
nezatížený, plná část značí stav beznapěťový. 
Model materiálu 
Je totožný s modelem materiálu v kap. 8.2.1.  
Model vazeb a zatížení 
1. Vytvoříme výchozí (nezatíženou) konfiguraci 
2. Nastavíme podmínky pro řešení teplotní analýzy a na vytvořenou 
geometrii aplikujeme teplotní zatížení podle Obr. 8.21a). Výsledkem bude 
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3. Nastavíme podmínky pro řešení strukturní analýzy a na vytvořenou 
geometrii aplikujeme vazby, viz. Obr. 8.21b), přičemž zpětně musíme 
načíst teploty z předešlé teplotní analýzy. Výsledkem bude rozevření 
segmentu. 
4. Zamezíme deformaci segmentu předepsáním nulového posuvu ve směru 
osy x a jednoho libovolného uzlu ve směru osy y (dříve volného konce), 
viz. Obr. 8.21c). Výsledkem bude vznik zbytkového napětí.  
5. Odstraníme podmínku nulového posuvu ve směru osy y (dříve volného 
konce) a vnitřní povrch zatížíme odpovídajícím statickým tlakem 
p=20kPa, viz. Obr. 8.21d). Výsledkem je změna radiálních rozměrů. 
 
Obr. 8.21.: Schematicky naznačený dílčí model vazeb a zatížení pro metodu fiktivní teploty. 
 
Změna teploty  T je stanovena libovolně, volíme  T = +- 10°C Hledáme 
součinitel délkové roztažnosti  , tak, aby úhel rozevření, po aplikaci dané teploty 
byl shodný s úhlem rozevření stanovený experimentálně.  
 
Tab. 8.4.: Stanovený součinitel délkové roztažnosti při  T = +-10°C pro lin. elastický materiál. 
 Úhel rozevření   [°] 
Souč. délk. roztaž. 15 30 45 60 75 90 
  [1/°C] 0.0008 0.0016 0.0024 0.0032 0.0040 0.0048 
 
Tab. 8.5.: Stanovený součinitel délkové roztažnosti při  T = +-10°C pro hyperelastický materiál. 
 Úhel rozevření   [°] 
Souč. délk. roztaž. 15 30 45 60 75 90 
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Hodnoty v Tab. 8.4 stanoveny pomocí (53b). Lze vypozorovat téměř lineární 
závislost. V oblasti malých deformací musí být hodnoty součinitele délkové 
roztažnosti stejné pro oba použité modely materiálu. To lze vypozorovat i ze 
vztahu (53), kde je zcela eliminována veličina vyjadřující ohybovou tuhost (E Jy). 
Rozložení zbytkového napětí pro lin. elastický materiál 
 
Obr. 8.22.: Porovnání deformační metody (plná čára) a metody fiktivní teploty (přerušovaná čára) pro lin. 
elastický materiál, neutrálná osa posunuta o 0.076mm směrem k vnitřnímu povrchu. 
Porovnání metody fiktivní teploty s metodou deformační pro lin. elastický 
materiál 
Odchylka 
    |
     
  




kde    je velikost zbytkového napětí stanoveného pomocí deformační metody, a    je velikost 
zbytkového napětí stanoveného pomocí metody fiktivní teploty. 
Tab. 8.6.: Odchylky v hodnotách napětí pro metodu fiktivní teploty s porovnáním deformační metody 
 Úhel rozevření   [°] 
Max. odchylka [%] 15° 30° 45° 60° 75° 90° 
Na vnitřním povrchu 0.29 0.18 0.08 0.06 0.07 0.4 
Na vnějším povrchu 0.95 1.51 2.07 2.71 3.06 3.18 
Stejně tak jako u deformační metody nelze pokračovat v analýze napjatosti 
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Rozložení zbytkového napětí pro hyperelastický materiál 
 
Obr. 8.23.: Porovnání deformační metody (plná čára) a metody fiktivní teploty (přerušovaná čára) pro 
hyperelastický materiál 
Velikost odchylky bude analyzována až při zatížení tlakem. Maximální 
odchylka, podle Obr. 8.23, dosahuje hodnoty max. 4%. 
Zatížení tlakem 
 
Obr. 8.24.: Porovnání deformační metody (plná čára) a metody fiktivní teploty (přerušovaná čára) pro 
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Velikost odchylky daných metod je již provedena dříve a řídí se stále podle 
vztahu (65).  
Tab. 8.7.: Odchylky v hodnotách napětí pro metodu fiktivní teplotu s porovnáním deformační metody 
 Úhel rozevření   [°] 
Max. odchylka [%] 15° 30° 45° 60° 75° 90° 
Na vnitřním povrchu 1.04 1.76 2.59 2.70 3.58 4.45 
Na vnějším povrchu 0.27 0.35 1.24 3.01 4.35 5.86 
 
Maximální odchylka je po zatížení tlakem krve cca 6%. 
Diskuse 
Byla analyzována metoda fiktivní teploty pro výpočet zbytkových napětí ve 
stěně tepny – a to jak pro lineárně elastický materiál, tak pro materiál 
hyperelastický. Tato metoda byla srovnána s deformační metodou, která byla 
zevrubně popsána výše.  
Příčina odchylky je v samotné teplotní analýze. Průběh teploty po tloušťce 
stěny (ve válci) je logaritmický. Tím je tedy i logaritmické přetvoření podle 
vztahu (48) a při zabránění deformace (platnost Hookova zákona) i vzniklé 
zbytkové napětí. U hyperelastického materiálu tato odchylka narůstá vlivem 
materiálové nelinearity.  
Díky nízké odchylce a tedy chybě mezi jednotlivými metodami však můžeme 
dále tvrdit: 
„Metoda fiktivní teploty je, pro analyzování zbytkového napětí, použitelnou metodou a 
bude dále využita při zahrnutí vlivu zbytkového napětí do deformačně napěťové analýzy 
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8.2.3. Testování zahrnutí zbytkového napětí do výdutí tepen 
 
Model geometrie 
Geometrie je realizována na třech úrovních: 
a) Model idealizovaného tvaru aorty 
Model je shodný s modely uvedenými již dříve – tedy střední poloměr   = 
9.4167mm, tloušťka stěny H = 1.8mm.  
 
b) Model idealizovaného tvaru aneurysmatu 
Z prostudované literatury [16] a [20] [44] je vybrána parabolicko – 
exponenciální funkce, která popisuje idealizovaný tvar aneurysmatu, viz. Obr. 
8.25.  
 
Obr. 8.25.: Idealizovaný tvar aneurysmatu (Ra – poloměr zdravé tepny, Ran je maximální 
poloměr aneurysmatu, Lan je délka aneurysmatu a L je celková délka. 
 
Funkce popisující tvar 
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Z literatury [44] jsou dále převzaty tři geometrické parametry, které „pomocně“ 
popisují tvar aneurysmatu  
    
   
  
             
   
   
             
 





kde parametr      definuje poměr mezi maximálním AAA poloměrem a poloměrem zdravé aorty,    
definuje poměr mezi délkou aneurysmatu a maximálním poloměrem, parametr    (      definuje různý 
průběh aneurysmatu - > pro FE = 0 symetrické, pro FE = 1 plně asymetrické.  
Podle [44] bylo uvažováno FR = 2.75, a FL = 2.5. Parametr FE byl řešen 
individuálně v intervalu <0 – 0.5 a 1> a jeho interpretace je na Obr. 8.26 
 
Obr. 8.26.: Tři případy různého tvaru aneurysmatu 
Získané body z numerického výpočtu mohou být nyní exportovány do 
různých prostředí pro tvorbu 3D geometrie.  
c) Reálný tvar aneurysmatu poskytnutý pro testování ústavem mechaniky 
těles.  
Vlastní tvorba reálné geometrie nebyla v práci realizována. Byla poskytnuta 
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Vytvořená síť: 
Pro idealizované tvary (trubice, aneurysma) je možné upřednostnit 
mapovanou (generování hexagonálních elementů) síť před sítí volnou 
(generování tetragonálních elementů). Pro reálné geometrie se však nevyhneme 
použití apriorně prvků tetragonálních (zlepšení poskytuje aplikace ANSYS ICEM 
CFD). Byla provedena následující analýza: 
Mapovaná síť pro idealizovanou trubici a aneurysma. Bylo postupně voleno 
1, 2 – 5 elementů, po tloušťce. Přidáním dalšího elementu po tloušťce se již 
vzniklá hodnota napětí nemění. Výhodou použití mapované sítě je až „extrémní“ 
zkrácení výpočtového času – v rámci hodin a přesnější výsledky (negenerují se 
deformované elementy) 
Volná síť pro idealizovanou trubici a aneurysma. Velikost elementu byla 
snižována z 1.8mm na výslednou hodnotu 0.45mm (to odpovídá 4 elementům po 
tloušťce stěny) Při dalším snižování velikost docházelo k protažení výpočtového 
času a především ke generování zdeformovaných elementů -> při analýze 
v podprogramu ICEM CFD byla chyba již cca 20%. 
Pro reálnou geometrii se nepodařilo provést analýzu vlivu velikosti elementů 
a sítě na celkovou deformačně - napěťovou analýzu. Taková analýza dosahuje 
řádu až několik desítek hodin. Taková analýza se v současné době chystá v rámci 
ústavu, přičemž se aktivně zapojuji do řešení. 
Pro zachování jednotnosti byl zvolen čtyřboký prvek. Použit je jeden prvek 
po tloušťce idealizované geometrie a jeden prvek pro reálnou geometrii. 
V prostředí ANSYS: Strukturní prvek SOLID 187 a termální prvek SOLID 87 
(kvadratické prvky). Pro reálnou geometrii s ILT byly přidány prvky CONTA173 
a TARGE170. 
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Obr. 8.28.: Idealizované 3D geometrie aorty – ukázka vytvořené sítě 
 
 
Obr. 8.29.: Idealizované 3D abdominálního aneurysma – ukázka vytvořené sítě 
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Model materiálu 
a) Pro stěnu tepny je použit izotropní, nestlačitelný materiál. Na rozdíl od 
zdravé tepny je použit model Yeoh druhého řádu. Materiálové konstanty 
c10 a c20 jsou přebrány z [46] 
c10=177kPa, c20 = 1881kPa, ostatní nastaveny jako nulové 
b) Pro ILT je použit konstitutivní model Ogden, kde materiálová konstanta   
je převzata z [14]. 
       kPa 
Model vazeb 
Vazba aneurysmatu ke zdravé aortě je modelována jako vetknutí, aby bylo 
zabráněno posuvu a natočení. Tato vazba je běžně používána v MKP analýzách, 
např. [15] díky výpočtové jednoduchosti. Použitím této okrajové podmínky se 
však dopouštíme dvou základních chyb 
a) Je zanedbáno axiální předpětí (které však s přibývajícím věkem mizí)  
b) Je zamezeno radiální deformaci. Následkem toho je porušen membránový 
stav napjatosti -> přechází na ohybový -> vede k lokálním koncentrátorům 
napětí v místě vazby. Někdy se taktéž uvádí, že v místě vetknutí má stěna 
nekonečnou tuhost, která neodpovídá realitě. 
Vazba mezi stěnou aneurysmatu a ILT na třetí úrovni výpočtového modelu je 
modelována jako lepený kontakt (v angličtině v programu Ansys „bonded“). Což 
simuluje předpoklad dokonalé adheze mezi stěnou a ILT. Tento předpoklad 
zatím nebyl potvrzen. 
 
Model zatížení 
Stejně jako dříve je uvažován statický tlak p = 20 kPa, který reprezentuje 
zvýšený systolický tlak. Pro 3D geometrii je možné simulovat i proudění krve a 
tím uvažovat dynamickou složku tlaku. 
Hodnoty dynamické složky tlaku se však pohybují v řádu         Pa, 
hodnoty statického tlaku jsou v řádu     Pa. Z toho důvodu, u většiny prací, není 






VUT v Brně, FSI  ÚMTBM 
83 Analýza zbytkových napětí ve stěně tepny 
Postup výpočtu 
Připomeňme, že v dřívějších analýzách jsme podle [27] potvrdili 
homogenizaci obvodového napětí ve stěně tepny díky přítomnosti zbytkového 
napětí. Pro analýzu vlivu zbytkového napětí u 3D geometrie je tento přístup 
(vlivem odklonu od rotační symetrie -> a vznikem víceosé napjatosti) nevhodný. 
Jako vhodný je předpoklad o minimalizaci gradientu napětí po tloušťce stěny při 
využití Misesova napětí (HMH) [14].  
 
Základní kroky[14]  
1. Vytvořená geometrie se zatíží tlakem krve a teplotou  T, která je 
v počátku blízká nule – přibližně  T = +-0.1°C a má velmi malý vliv na 
celkovou hodnotu napjatosti ve stěně. Součinitel délkové roztažnosti je 
konstantní. 
2. Provede se ztotožnění vnitřních uzlů s vnějšími uzly – respektive 
každému uzlu vyskytující se na vnitřním povrchu je nalezen nejbližší uzel 
nacházející se na vnějším povrchu (v prostředí ANSYS příkaz NXTH) 
3. Hodnoty napětí v daných uzlech se uloží do polí v programu. 
4. Porovná se napětí podle podmínky HMH a vytvoří se rozdíl napětí 
odečtem napětí na vnějším povrchu od napětí na vnitřním povrchu. 
Vytvoří se absolutní gradient. 
5. Provede se srovnání. Pokud je rozdíl napětí menší než daná (zvolená) 
tolerance (v řádu jednotek kPa) výpočet končí. 
6. Pokud je však gradient stále velký, zvětšuje se faktor, kterým se násobí 
změna teploty na vnitřním, resp. vnějším povrchu – tím dochází 
k zvyšování napětí na vnějším povrchu a snižování napětí na vnitřním 
povrchu -> dochází k snižování rozdílu napětí. Tato podmínka se iteračně 
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MODEL IDEALIZOVANÉHO TVARU AORTY 
Deformace  
 
Obr. 8.31.: Celkové deformace dlouhé hyperelastické trubice, včetně oblasti ovlivněné použitou 
okrajovou podmínkou 
 
Rozložení napětí podle podmínky HMH 
 
Obr. 8.32.: Redukované napětí podle podmínky HMH. a) bez uvážení vlivu zbytkového napětí, b) 
s uvážením vlivu zbytkového napětí. Jednotkami jsou [MPa] 
Na základní úrovni došlo k redukci vysokého rozdílu mezi vnitřní a vnější 
stěnou tepny. Ten byl přibližně 50 kPa (pro materiálové parametry definované 
pro tuto kapitolu – pro zdravou aortu očekáváme daleko větší rozdíl napětí). Po 
zahrnutí vlivu zbytkového napětí se redukované napětí pohybuje kolem 126 kPa 
– 131 kPa. Rozdíl je tedy nejvýše 5 kPa. Dosáhli jsme tedy 10ti násobného 
zmenšení rozdílu. Pokud bychom nyní vytvořili reálnou geometrii a aplikovali 
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MODEL IDEALIZOVANÉHO TVARU ANEURYSMATICKÉHO VAKU 
Deformace 
 
Obr. 8.33.: Zobrazení celkové deformace včetně vyznačení oblasti ovlivněné použitou okrajovou 
podmínkou 
 
Rozložení napětí podle podmínky HMH 
 
Obr. 8.34.: Redukované napětí podle podmínky HMH a) bez uvažování vlivu zbytkového napětí, b) 
s uvážením vlivu zbytkového napětí. Jednotkami jsou [MPa] 
Po zatížení tlakem krve se vysoký gradient tvoří v místě krčků, ten je 
maximální opět na vnitřním povrchu a směrem k vnějšímu povrchu klesá. Po 
zahrnutí vlivu zbytkového napětí dochází lokálně k vyrovnání rozdílu mezi 
danými uzly. Dochází opět k homogenizaci napětí. Maximální napětí, které 
dosahovalo přibližně hodnoty 357 kPa bylo v místě krčků zredukováno na 
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MODEL REÁLNÉ GEOMETRIE, poskytnuté Ing. Polzerem 
Deformace 
 
Obr. 8.35.: Zobrazení celkové deformace včetně vyznačení oblasti ovlivněné použitou okrajovou 
podmínkou 
 
Rozložení napětí podle podmínky HMH 
 
Obr. 8.36.: Redukované napětí podle podmínky HMH. a) bez uvážení vlivu zbytkového napětí, b) 
s uvážením vlivu zbytkového napětí. Jednotkami jsou [MPa] 
Po zatížení tlakem krve se na základě znalosti prosté pružnosti pevnosti je 
potvrzen předpoklad o koncentraci napětí v místě krčků (černé šipky). Avšak 
podle klinických pozorování, ruptura aneurysmatu v těchto místech nenastává 
nebo nastává minimálně. Po zahrnutí vlivu zbytkového napětí jsme dosáhli 
zlepšení výpočtového modelu, neboť místa označená bílými šipkami se již 
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Hodnoty napětí v místech označenými černými šipkami byly přibližně 630 
kPa. Po homogenizaci napětí bylo toto maximální napětí zredukováno na 
hodnotu přibližně 380 kPa v místě napravo a přibližně na hodnotu 460 kPa 
v místě nalevo podle Obr. 8.36a). Na Obr. 8.36b) má extrémní napětí hodnotu 
přibližně 560 kPa a je označeno bílými šipkami. 
Diskuse 
Celkové zhodnocení zahrnutí vlivu zbytkového napětí do deformačně – 
napěťové analýzy abdominálního aneurysma můžeme, s výše prezentovanými 
výsledky shrnout následovně: 
 V idealizovaných geometriích, stejně tak jako u analytických teorií, byl 
redukován vysoký rozdíl napětí mezi vnitřní a vnější stěnou. Bylo tak 
dokázáno, že metoda fiktivní teploty je použitelnou metodou. 
 V reálné geometrii byl dokázán zcela analogický jev. Bylo dosáhnuto 
přiblížení se stavu in vivo, neboť na základě klinického pozorování 
nebývá obvyklé, aby ruptura AAA nastala v místě směrem k páteři, a 
nebývá jím většinou ani místo „krčku“. Místo ruptury bývá, podle lékařů, 
na zadní stěně, avšak laterálně. Směr je tedy přímo do retroperitoneální 
části (peritoneum = výstelková blána dutiny břišní). Tento fakt byl 
potvrzen na Obr. 8.36. 
V další části by bylo možné použít přístup pro vyhodnocení rizika ruptury, 
jak je konstatováno v podkapitole 5.8.3. Omezme se pouze na slovní zhodnocení 
z důvodu úrovně výpočtového modelu a stochastičnosti. Lokálně došlo ke 
snížení rozdílu napětí a tím ke zvýšení bezpečnosti (a tím ke snížení RRI). 
Můžeme také s jistotou tvrdit, že došlo ke snížení jisté míry nejistoty, která se 
do výpočtových modelů vnášela, pokud nebylo uvažováno zbytkové napětí.  
Podstatné entity, které jsou nad rámec diplomové práce: 
a) Použití materiálu ortotropního a anizotropního – zahrnutí vlivu směru 
kolagenních vláken. Včetně adekvátního posouzení použitého 
konstitutivního modelu. Domnívám se, že rozdílnost u daných modelů 
může být významná.  
b) Nalezení výchozí, nezatížené geometrie – ze snímků CT vytváříme 
geometrii, která je apriorně podrobena tlaku krve (navíc pulzujícího). 
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c) Posouzení vlivu intraluminárního trombu na celkovou deformačně 
napěťovou analýzu pro různé druhy aneurysmat.  
d) Zahrnutí vlivu odbočujících tepen, které ze znalostí pružnosti pevnosti 
vytvářejí koncentrátor napětí a tím svádějí k myšlence, že ruptura může 
být právě důsledkem těchto odboček.  
e) V neposlední řadě zmiňme použití pravidelné hexagonální sítě u 
obecných tvarů (více elementů po tloušťce). Použití takové sítě může být 
extrémně znatelné ve zkrácení výpočtového času (v řádu i desítek hodin). 
Zcela jistě se zmenší chyba sítě, která se při použití tetragonální sítě může 
pohybovat v desítkách procent. Použití programu ICEM CFD. 
 
K detailnímu studiu významnosti zmíněných entit bude věnován čas 
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9 ZÁVĚR 
Práce se zabývala Analýzou zbytkových napětí ve stěně tepny. Byl použit 
systémový přístup a na základě poznatků z rešeršní části byly vytvořeny 
výpočtové modely, konkrétně pro idealizované tvary: 
 Výpočtový model využívající analytickou teorii slabě a silně 
zakřivených prutů ve spojení s identifikačním přístupem. Byl použit 
lineárně elastický materiál. Výpočtový model umožňuje stanovit pouze 
velikost zbytkového obvodového napětí. 
 Výpočtový model využívající analytickou teorii silnostěnných nádob. 
Byl použit konstitutivní model Fung a Guccione – McCulloch – Waldman. 
Výpočtový model umožňuje stanovit velikost hlavních napětí (radiálního, 
obvodového i axiálního) a to jak s vlivem zbytkového napětí, tak bez něj. 
Zmíněná teorie byla odvozena a je součástí této práce v Apendixu A. 
 Výpočtový model využívající deformační metodu k určení velikosti 
zbytkového napětí v případě použití lineárně elastického materiálu a 
v případě použití materiálu hyperelastického stanovení jeho vlivu. Byl 
použit MKP program ANSYS. 
 Výpočtový model využívající metodu fiktivní teploty k určení velikosti 
zbytkového napětí v případě lineárně elastického materiálu a v případě 
použití materiálu hyperelastického stanovení jeho vlivu. Tato metoda byla 
odvozena a je součástí této práce v Apendixu B. Byl použit MKP program 
ANSYS. 
U metody fiktivní teploty se ukazuje, že je nezávislá na dílčím výpočtovém 
modelu geometrie. Tím může být jak idealizovaný tvar, tak tvar obecný. Proto 
tato metoda byla aplikována do poslední kapitoly, která se věnovala testování 
zahrnutí vlivu zbytkového napětí do D-N stavů aneurysmat. 
Pokud výpočtový model umožňoval stanovit vliv zbytkového napětí, bylo 
dosaženo shodných výsledků, které se prezentují ve světové literatuře – zbytkové 
napětí snižuje maximální napětí na vnitřním povrchu tepny a celkově 
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11 SEZNAM POUŽITÝCH ZKRATEK A SYMBOLŮ 
Veličina / symbol Jednotka Popis 
AAA [-] Aneurysma břišní aorty 
CYT [-] Cytoplasma 
ČVUT [-] České Vysoké Učení Technické 
DN stav [-] Deformačně napěťový stav tělesa 
EL [-] Elastické lamely 
ES [-] Radiální vzpěry 
HMH [-] Pevnostní podmínka plasticity, Hubert, von Mises, 
Hencky 
IEF [-] Intralamelární elastická vlákna 
ILT [-] Intraluminární trombus 
N [-] Jádro (Nukleus) 
RRI [-] Rupture risk index 
TK [-] Krevní tlak 
VUT [-] Vysoké Učení Technické 
   
  [1/°C] Součinitel délkové roztažnosti 
B [-] Označení tělesa v Eulerově prostoru 
  [°] Úhel rozevření segmentu aorty 
dx [-] Diferenciální vektor výchozí konfigurace 
dX [-] Diferenciální vektor průběžné konfigurace 
E [Pa] Yangův modul pružnosti 
  ,   ,    [-] Bázové funkce průběžné konfigurace 
   [-] Eulerův prostor 
   
  [-] Almansi – Hamelův tenzor přetvoření 
   
  [-] Cauchyho tenzor přetvoření (logaritmický) 
   
  [-] Green – Lagrangeův tenzor přetvoření 
  ,   ,    [-] Složky Green Lagrangeovu tenzoru deformace 
  ,   ,    [-] Bázové funkce výchozí konfigurace 
Eij [-] Složky Green – Lagrangeova tenzoru přetvoření 
F [-] Deformační gradient 
Fz [N] Axiální síla, která kvantifikuje extenzi aorty 
I [] Identický tenzor 
J [-] Třetí invariant tenzoru deformačního gradientu 
Jy [m4] Osový kvadratický moment průřezu 
   [-] Součinitel bezpečnosti 
  ,   ,    [-] Hlavní poměrné protažení ve směru hlavních os ss 
  ,   ,    [-] Poměrné protažení v obvodvém, radiálním a 
axiálním směru 
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   [W/m2 °C] Součinitel přestupu tepla 
  [-] Poissonovo číslo 
   [-] Teplotní moment 
Moy [Nm] Silová dvojice 
Q [-] Kvadratická funkce Greenova – Lagrangeova tenzoru 
deformace 
R [-] Tenzor rotace 
  ,  ,   , [mm] Poloměr vnitřní, střední, vnější výchozí konfigurace 
    [-] Potenciál deformační energie 
r1, r, r2 [-] Poloměr vnitřní, střední, vnější průběžné (nafouklé) 
konfigurace 
R1, R, R2 [mm] Poloměr vnitřní, střední, vnější průběžné (uzavřené) 
konfigurace 
       [Pa] Hodnota mezní pevnosti  
  ,   ,   ,   , [Pa] Hodnota napětí podle teorie slabě zakřivených prut, 
silně zakřivených prutů, pomocí deformační metody 
a pomocí metody fiktivní teploty 
     [Pa] Redukované napětí 
   ,    ,     [Pa] Napětí v obvodovém, radiálním a axiálním směru 
    [%] Odchylka napětí 
Sij [Pa] Složky 2. Piola – Kirchhoffova tenzoru deformace 
T,    [°C] Teplota, změna teploty 
U [-] Pravý tenzor protažení 
v [-] Levý tenzor protažení 
W [Pa] Měrná deformační energie 
w, w´, w´´ [m, °, Nm] Posuv, natočení, moment pro diferenciální přístup 
Wo [m3] Modul průřezu 
  ,   ,    [-] Hlavní souřadnice průběžné geometrie 
  ,   ,    [-] Hlavní souřadnice výchozí konfigurace 
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Apendix A 
Úprava rovnice rovnováhy silnostěnné nádoby 
 
Složky napětí z rovnice (32) jsou:  
       
  
   
              
  
   
               
  
    




kde neznámý parametr p je nutné určit / eliminovat pomocí vhodně zvolených 
okrajových podmínek a vhodné úpravy rovnice rovnováhy. Budeme postupovat 
podle popisu například v Apendixu článku [38] dohromady s popisem v [20]. 
Využíváme předpoklad nestlačitelnosti měkkých tkání 




Pak je zřejmé, že např. radiální poměrné protažení    můžeme vyjádřit jako 
funkci poměrného protažení obvodového a axiálního 
    
 





Měrná energie napjatosti W je funkcí deformačního gradientu a vzhledem 
k rovnici (70) se redukuje na 





Nyní můžeme provést formální úpravu rovnice rovnováhy tak, aby jednotlivá 
napětí byla funkcí pouze poměrného protažení. Nejprve upravíme rovnici 
rovnováhy definovanou 
 
   
  
 
      
 






   (   
     
 
   
∫    (  
  (   
  (  
   (      (   ∫
     
 
  
  (   










VUT v Brně, FSI  ÚMTBM 
97 Analýza zbytkových napětí ve stěně tepny 
Není zde přímo odvozeno, ale odpovídající podmínka   (      (   vlastně 
vyjadřuje působení statického tlaku p na vnitřní povrch stěny tepny stejně tak 
jako přiložený hydrostatický tlak na elementární krychli z kap. 6. Od tohoto bodu 
je provedena eliminace parametru p s následující úvahou: 
S využitím okrajové podmínky   (       
   (    ∫
     
 
  
  (   





Stále však máme vyjádřeno radiální napětí jako funkci obvodového a znovu 
radiálního, takové řešení však není možné! V dalším musíme výraz         
nahradit odpovídajícím poměrným obvodovým protažením jako funkci měrné 
energie napjatosti (   . 
 
Přiložme k elementární krychli (viz. Obr. 6.4), která se „samovolně“ 
zdeformovala v kvádr složky jednotlivých napětí   ,     a   . Hustota deformační 
energie poté vzroste o elementární díly (                         ,     
          následovně 




Derivováním obou stran rovnice (69)  




Dosazením rovnice (76) do rovnice (75)  





Přírůstek měrné energie (    je podle (70) závislý na pouze dvou 
parametrech (
  
   
       
    
  
   
    
  
  




Rovnice (77) a rovnice (78) jsou identické, porovnáním (     ) obou  
     (              (          
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Úpravou poté (částečným porovnáním obou stran rovnice a vyjádření 
podmínky nestlačitelnosti) 
 (          
  












Rovnici (80) dosadíme do (74)  
   (    ∫   
  









Přičemž tento integrální tvar je funkcí dolní meze! Složky napětí z rovnice (69) 
tedy přechází do tvaru: 
 
  (    ∫   
  





        
  
   
         
  
  





Můžeme také stanovit axiální silu FZ, která kvantifikuje extenzi aorty z rovnice 
        







Stejně tak jako vztahy pro napětí (71) není vztah apriorně odvozen pro měkké 
tkáně nebo elastomery, je nutné jej proto upravit. Přičemž první i druhý člen lze 
napsat 
      [ 
   (  ]  
     ∫ (   
  
   







Přičemž druhý člen je pouze dosazen z rovnice (83) a první člen splňuje 
  [    (  ]  
     {(  
   (   )  (  
   (   )}    {(  
    (  
   }      
   
Druhý člen můžeme sepsat podle pravidel o integrování jako součet dvou 
integrálů.  
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Přičemž hodnota zůstane nezměněna pokud 
  ∫   
  
  
      ∫   
  
  




 (   
  
   
Výslednou axiální sílu poté můžeme zapsat ve tvaru 
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Označené vztahy lze formálně napsat ve tvaru 
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Neboť podle pravidel o integrace metodou per-partes platí 
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Rovnice (87) přechází 
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Kde za     dosadíme rovnici (73) 
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A finálně dosadíme za výraz   (     (   odvození z (80) 
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Apendix B 
Přibližný výpočet teplotních deformací a napětí v nosníku. 
 
Přepokládejme, že nosník je staticky určitý a nezatížený vnějšími silami a 
silovými dvojicemi. Má konstantní průřez a osy y a z jsou hlavními centrálními 
osami. 
 
Obr. 11.1.: Prizmatický nosník teplotně namáhán podle předpisu T(x,z) 
Přepokládejme dále, že přírůstek teploty T(x,z) je libovolnou funkcí souřadnic 
x a z. Podle Bernoulliho hypotézy zůstávají průřezy nosníku rovinné a i po 
deformaci. Posuv u ve směru osy x musí být tedy lineární funkcí souřadnice z, 
např. ve tvaru 




Deformace ve směru osy x je 
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Předpokládáme, že v nosníku vzniká napětí ve směru osy x a z 
rozšířeného Hookova zákona platí 
    
  
 




              (      [  
 (      




kde E je modul pružnosti a   je součinitel délkové roztažnosti 
Z podmínek statické rovnováhy mezi vnějšími a vnitřními silami plyne, že 
výsledná síla ve směru osy x musí být nulová a rovněž výsledné momenty 
vzhledem k osám y a z musí být rovny nule 
 ∫   
(  
            ∫   
(  
             ∫   
(  









VUT v Brně, FSI  ÚMTBM 
101 Analýza zbytkových napětí ve stěně tepny 
Z těchto podmínek určíme funkce    (   a     (  . Dosadíme () do ()  
 ∫  [  
 (      
 (      (    ]
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 (      (    ]
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 (      (    ] 
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Každou z výchozích rovnic (97), (98), (99) lze rozepsat na částečné integrály, 
která zatím nebudeme vyčíslovat. 
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Za předpokladu, že osy y a z jsou hlavními centrálními osami, bude platit, že 
lineární momenty k ose y a k ose z budou rovny nule, stejně tak jako deviační 
kvadratický moment. 
       ∫     
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 ∫  
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Osový kvadratický moment je možné zapsat jako 
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Dále označme výrazy 
 ∫     
(  




 ∫     
(  




kde FT a MT označuje tzv. teplotní sílu teplotní moment v nosníku 
Zpětným dosazením (105), (106)   (100) a (102) vyjádříme neznámé parametry  
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Výsledné napětí v nosníku je poté  
   (     
 
 
   
 
   




Z výše uvedeného můžeme dále vyjádřit osový posuv u vzhledem k počátku pro 
x = 0 integrací     
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Natočení    mezi dvěma soumeznými řezy Obr. 11.2.: je možné stanovit 
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Tedy diferenciální rovnice průhybové čáry má tvar 
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